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p. p. 

iM^fnen «mfaii^n'eiclieii Verlag auf dem Gebiete der Mathoniatik , der 
Teolmiiehen^ und Natur «WiedenBehaften nticli aTlen Riehtnugeu hin 
weiter au «iti bauen, ist mein hlüints durch das Vertrauen uod Wohl wollen 
/.lihlr eicher herrorrageuder Vertreter dieser Gebiete von Erfolg bt^gleitetea 
Bemö^hen^ wie mein Verlagfkatalag ^eigt, unti ich boffe^ daß hei gleichem 
Onteratützung seitena der Gelehrte n und SchuItnRniier am In- uud Aus* 
landes auch meiua weiteren üntennchniungen Lehrenden tmd Lertteiiden 
in Wiseenscböil und Schule jedörKeit t^rderlich sein werden* TerSÄge- 
anerbieten g^eeliegener Arbeiten auf einflchlagigeni Gebiete werde» siir 
deshalb, wenn auch schon gleiche oder ähnliche Werke Über denaelVeii 
Oegenstand in meinem Verkge erschiene» sind, stets «ehr wiHkommen Böin. 

Unter meinen zahlreichen Üntemehmtuigen mache ich gan-B besondere 
auf die Ton den Akadensien der WiaBenachafteu zu Göttingen, Leipstig, 
München und Wien berausgegebeiieUiioyklopädiä der Hathematiaolieii 
Wiseensehaften auftnerksam, die in 7 Bänden die Arithmetik mid 
Al^i^hrfi, die Ätialysifl^ die Geometrie, die Mechanik^ die Physik^ die 
Geoiill^ie und Geopbiraik und die Astronomie behandelt und m einem 
St'hlnöband Geschichte^ PMIoaophie und Didaktik beaprechen wird. Eine 
fraagÖBisch© Ausgabe ^ von fensÖsiachen Mathematikern besorgt, hat 
KU erscheinen begonnen. 

Weitester Verbreitung erfreuen sich die mathematischen und natur- 
wisseuschaftlicben Zeitschriften meines Verlag», ab da sind: Die Mathe- 
matiscbLen Annalen, die Bibliotheca Mathematica (Zeit^cbrlft ttlr 
I I : hicMe der Mathcmutischen WisBense haften)^ das Archiv der Mathe- 
iKiti-k und Phyaikj die Jahr eaberiohte der Deutschen Mathematiker- 
Vereinigimgj flie Zeitsehrift für Mathematik und Physik > fJtjrjui ITn 
ungewandte MnUienuitik)^ die Zeitselirift für mathematischen tmd 
naturwieeensohaftUoheii "Ü^aterrieht, die Mathematiseh-uatur- 
wiejaensoliaftliolieii BlÄttar^ feroer Natur und ßohule (Zeitacbnft 
f^'ir d\m geöaraten naturkuudliche» Untern cht ttller Schalen) , die 
G^ogfraphiaehe Zeitaclirlft n, a. 

8eit 1868 TerÖtfentHche ichi ,^Mltteilung:en der Veriagabuch-' 
handlun^ B. Q. Teubuer'^ Diese jährlich zweimal erscheinenden 
,. Mitteil tm gen**, die in 30000 Exemplaren im In- und Auslände von mir Ter- 
I li iiet werden^ sollen das Publikum, das meinem Verlage Aijfmerksamkeil 

nkt, von den erschienenen, unter der Presse befindlichen uud von den 
■, Ein-reiteten Unternehmungen des Teubnerschen Verlags durch mus- 
iiibrliche Selbstanzeigen der Verfai?aer in Kenntnis setzen. Die Mit- 
teüujigen werden jedem Intereesenten auf Wunsch regelmäßig 
bei Erscheiuen umeouat und postfrei von mir übersandte Dsis 
ausführliche j^VerKeichnis des Verlags von B, tk. Teubner auf 
dem Gtebiete der Mathematik^ der Technischen- iind Natur-WiBsen- 
echaffcen nebst Grena gebieten* ^ (100. Ausgabe, fXLVlIlu,27S S.] gr. 8, 
l'.*04, vergrihen} erscheint im Kriihjahr 19Ü8 in neuer Auflage mit ein- 
gehender alphabetischer und sysfeematiBcher Bibliographie und einem 
Uedenktagebücb ffir Matheuiatiker. Wünecbe um Zusendung, die kosten- 
frei erfolgt, nehme ich jederzeit gern entgegen 

LHu^xia, PosUtraße 3. 

B. G. Teubner. 
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Yorrede. 

Wie die Funktionentheorie habe ich auch die Theorie der ellip- 
tischen Funktionen von Durege vollständig neu bearbeitet. Es war 
dies schon aus dem Grunde nicht zu umgehen, weil in Du reges Werk 
die grundlegenden Arbeiten von Weierstraß keinerlei Berücksich- 
tigung gefunden haben. 

Bei der Darstellung der Theorie der elliptischen Funktionen kann 
man entweder von der Theorie der doppeltperiodischen Funktionen 
oder von der Theorie der elliptischen Integrale ausgehen. Der erstere 
Weg ist der kürzere; ich habe aber trotzdem den letzteren gewählt. 
Er empfiehlt sich dadurch , daß er dem Gang der historischen Ent- 
wicklung folgt, und er bietet außerdem den Vorteil, daß er dem An- 
fänger das Verständnis für Biemanns Theorie der algebraischen 
Funktionen eröffnet. Überdies entspricht meiner Ansicht nach eine 
diesen Weg einschlagende Darstellung mehr einem praktischen Bedürf- 
nis, denn an Darstellungen der Theorie der doppelt periodischen Funk- 
tionen herrscht kein Mangel. 

Es erschien mir zweckmäßig, mit einer elementaren Darstellung 
der Theorie der elliptischen Integrale und Funktionen zu beginnen. 
Sie zeigt, wie die Integralrechnung mit Notwendigkeit zu denselben 
führt. Die Schwierigkeiten, auf die man stößt, sobald man komplexe 
Werte der Variabein .in Betracht zieht, führt dann naturgemäß dazu, 
von den Methoden der Fimktionentheorie Gebrauch zu machen. 

Die Theorie der Teilung und Transformation und die Theorie 
der Modulfunktionen sind so eng mit der ganzen Entwicklung der 
modernen Mathematik verknüpft, daß ich es für unumgänglich gehalten 
habe, wenigstens die Grundlagen derselben ausführlich zu behandeln. 

Man kann diese Theorien nicht übersichtlich darstellen, ohne von 
den Grundbegriffen der Gruppentheorie Gebrauch zu machen, man 
reicht aber — wenigstens für die hier verfolgten Zwecke — mit wenigen 
Definitionen und Sätzen aus. Ich habe sie in einem kurzen Kapitel 
zusammengestellt. 

Dem Zweck des Buches entsprechend habe ich das Maß der Vor- 
kenntnisse, die ich voraussetze, möglichst beschränkt: außer den Ele- 
menten der Differential- und Integralrechnung werden in den ersten 
fünf Abschnitten nur die einfachsten Sätze der Funktionentheorie 
benutzt, in den letzten beiden Abschnitten werden außerdem die Ele- 
mente der Zahlentheorie und die einfachsten Sätze aus der Theorie der 
Differentialgleichungen zweiter Ordnung als bekannt vorausgesetzt. 

Bezüglich der benutzten funktionentheoretischen Sätze habe ich 
überall auf die von mir herausgegebene Funktionentheorie Dureges 
verwiesen. Ich zitiere sie mit F. Th. 

Um den Gebrauch des Buches zu erleichtem, habe ich die wich- 
tigsten Formeln am Schluß zusammengestellt. 

München, im Oktober 1907. L. Maurer. 
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zu tun haty sind die Integrale der rationalen Funktionen einer 



Berichtigungen. 

S. 19, Fußnote lies: Der numerische Faktor - — --,, bzw. — r ist hinzu- 

4-86* 4* 

gesetzt, um die Übereinstimmung mit der in der Invariantentheorie 

üblichen Bezeichnungsweise herzustellen. Weierstraß schreibt 16 6? 

statt G. 
S. 105, Zeile 9 v. o. lies: Residuen. 
S. 106, Zeile 7 v. o. lies: Funktion ^ statt Funktion F. 
S. 118. Die letzte Gleichung des § Hb ist mit der Nummer (15) statt 

(14) zu versehen. 
S. 131, Zeile 8 v. o. lies: der Wert statt den Wert. 
S. 141, letzte Zeile lies: folglich verhält sich die Funktion . . . 
S. 190, Zeile 10 v. o. lies: im letzten Faktor des Nenners H(u — Un) 

statt H{u — u). 
S. 211, Zeile 14 und 15 v. o. sind die Worte gerade und ungerade zu 

vertauschen. 

TT tüj » Ä CO, » 

S. 213, Zeile 6 v. o. lies: g^* =* «>">, gtatt e '"i . 

S. 288, Zeile 16 v. u. lies: Die ausgeschlossenen Fälle statt Diese. 

S. 312, vorletzte Zeile lies: ^ statt ^ . 

7« - 1 m-1 

S. 347, Zeile 5 v. o. lies: vom Grade w* bzw. h* — 1 der Größe y statt 

vom Grade n*. 
S. 369, Zeile 12 und 16 v. u. lies: B^{x■^^) und R^ {p{u)) statt i?'(a;.^^) 
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Erster Abschnitt. 
Elementare Theorie der elliptiselieii Integrale, 

§ 1. Deilnitioii dar elliptiflclieii Int^^nde. Die ein- 
fachsten Integrale, mit denen man es in der Int^pralrechnang 
zu ton hat, sind die Int^rale der rationalen Funktionen einer 
Yariabeln x, Sie lassen sieh bekanntlich durch rationale Funk- 
tionen, Logarithmen und zyklometrische Funktionen aus- 
drücken. Wenn wir uns nicht auf reelle Werte der Variabein 
beschranken, sondern auch komplexe Werte derselben in Be- 
tracht ziehen, so können wir die zyklometrischen Funktionen 
durch Logarithmen ausdrücken. Die Lit^ration rationaler 
Funktionen führt somit nur zu einer Klasse transzendenter 
Funktionen, den Logarithmen. Wären diese nicht Yon früher 
her bekannt gewesen, so hätte die Integralrechnung mit Not- 
wendigkeit zu ihnen geführt. 

Die nächst einfachen Integrale sind die Integrale Yon 
rationalen Ausdrücken, die außer yon der Yariabeln x noch 
von einer Quadratwurzel aus einer ganzen Funktion ersten 
oder zweiten Grades von x 



s =« Ya^x^ + 2a^x + o, 

abhängen. Da sich die Größen x und s als rationale Funk- 
tionen einer und derselben Hilfsvariabeln y darstellen lassen, 
so ist das Integral einer rationalen Funktion der Größen x 
nnd s gleich dem Integral einer rationalen Funktion von y, 
daher führen die in Rede stehenden Integrale zu keiner neuen 
Transzendenten. 

Wesentlich anders verhält sich die Sache, wenn unter 
dem Integralzeichen die Wurzel aus einer ganzen Funktion 
von höherem als dem zweiten Grade auftritt. Mit dem ein- 

Duröge-Maarer, elliptische Funktionen. 5. Aufl. \ 



2 § 2. Die drei Gattungen elliptischer Integrale. 

fachsten von den sich darbietenden Fällen — dem Fall, daß 
die Funktion unter dem Wurzelzeichen vom dritten oder vierten 
Grade ist — werden wir uns im folgenden beschäftigen. 
Es sei eine ganze Funktion vierten Grades 

fix) = a^cc^ + ia^x^ + 6a^x^ + Aa^x + a^ 

= a^ix - «i) {x - a^ {x — ofg) (x — aj 

vorgelegt. Wir setzen zur Abkürzung 

und bezeichnen mit B(Xf s) eine beliebige rationale Funktion 
der angezeigten Argumente. Das allgemeinste Integral, mit 
dem wir uns zu beschäftigen haben, hat die Form 

f B{Xf s)dx , 

Man nennt dieses Integral ein elliptisches Integral und dem- 
entsprechend das Differential 

JR{Xj s)dx 

ein elliptisches Differential. Der Name rührt daher, daß die 
Rektifikation der Ellipse zu einem Integral dieser Form führt. 
Wenn die Gleichung f{x) = zwei gleiche Wurzeln be- 
sitzt, so läßt sich jR als rationale Funktion der Variabein x 
und einer Quadratwurzel aus einer ganzen Funktion zweiten 
Grades von x darstellen; dieser Fall bietet kein Interesse und 
wir schließen ihn deshalb ein für aUemal aus. Im übrigen 
unterliegen die Koeffizienten der ganzen Funktion f(x) keiner 
Beschränkung. Wir lassen insbesondere die Möglichkeit offen, 
daß der erste Koeffizient a^ verschwindet, daß sich also f(x) 
auf eine ganzen Funktion dritten Grades reduziert. 

§ 2. Die drei Gattungen elliptischer Integrale. 

Die erste Aufgabe, die wir zu erledigen haben, ist die das all- 
gemeine elliptische Integral 

J R(Xy s)dx 

auf einfachere Integrale zurückzuführen 
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Weil die Größe s^ rational durch x ausgedrückt werden 
kann, so läßt sich die Funktion 2? in der Form 

^^- C+Bs 

darstellen, wo A, B, C, D ganze rationale Funktionen von x 
bedeuten. Wir multiplizieren im Zähler und Nenner mit 

(C - Ds)s 
und können nach einer leichten Reduktion R in die Form 

ü ^ L + Ms £ 

N ' s 

setzen, wo Z, Jf, N ebenfalls ganze rationale Funktionen von 
X bedeuten. Das Integral 



/ 



§dx 



läßt sich auf Logarithmen und zyklometrische Funktionen zu- 
rückführen, wir haben es also nur noch mit dem Integral 



fL dx 



zu tun. Die rationale Funktion 

L 

N 



zerlegen wir in eine ganze und eine echt gebrochene Funktion 
und die letztere zerfallen wir in Partialbrüche. Wir gelangen 
dadurch zu einer Zerlegung des Integrals / in eine Summe 
von Integralen von folgenden Typen 

(1) i7=/^ 

(2) P„-f^ 

(^) ^«°°J {x-cr»' 

Hier bedeutet n eine positiTe ganze Zahl. 

Die Integrale P„, deren Index > 2 ist, lassen sich auf 
die Integrale U, P^ und Pj zurückführen. 



§ 2. Die drei Gattungen elliptischer Integrale. 

Aus der Gleichung 

dl 
dx 



S = 2..'=r(^) 



folgt 

* ~ 2« 

Folglich ist 

^*"l!£ = („ _ S)af-*s + iC»-V 
dx 

_ 2 (n — 8) a;^ '^fjx) + a?^ " ^/"^(a?) 
"~ ' 2« 

_(2n— 2)aoa;"+(8n-12)aia;"~^4-(12n-24)a,a;*^~^+(8w— 20)aga;'*~^H-(^n~6)a^a;^~'* 
_ ^^ __ 

Durch Integration ergibt sich hieraus die Gleichung 
(« - l)aoP„ + (4m - 6)«,P„_i + (6« - V2)a,P„_, + 

+ (4n - iO)a,P„_, + (n - 3)a,P„_, 
= ic"-'s + Konst. 

(n = 3,4,5...). 

Unter Benützung dieser Rekursionsformel können wir das 
Integral P„ durch die Integrale 

s 
und eine rationale Funktion der Größen x und 5 ausdrücken. 
Für die Integrale Q^ können wir ebenfalls eine Rekursions- 
formel aufstellen. Wir gehen von der Gleichung aus 



(4) P„=tr P,=/^ p,=/^ 



i±-J-^.^n-i),:^ + .^%_, 



dx ^ {x — cf 2{x — cy'~^8 

_ -2{n-l )f (x) + {x-c)nx) 
2{x — cfs 

und entwickeln den Zähler auf der rechten Seite dieser 
Gleichung nach Potenzen von x — c. Wir erhalten 



(x—c)''-'^ 






§ 2. Die drei Gattungen elliptischer Integrale. 5 

Durch Integration ergibt sich hieraus die Gleichung 

f(n - l)f{c)Q„ + '-^flric)Q„_, + rL^rXc)Q„_,+ 



(5) 



{x-c)' 

(« = 2,3,4...). 



^^ + Konst. 



Beim Gebrauch dieser Formel müssen wir unterscheiden, ob 
die Konstante c eine Wurzel der Gleichung f{x) = ist oder 
nicht. Wenn der letztere Fall eintritt, so können wir das 
Integral Q„ auf die Integrale 



ft-/Ä-. «•-'' e-.-/^^^^ «-.-/^ 



-cydx 



dx 
■c)8 



zuröckfahren; die Integrale Q_^ und Q_2 lassen sich durch 
die Integrale P^^ Pg und ü ausdrücken. Es tritt also zu den 
Integralen (4) nur noch das Integral 

(«) «.-/^ 

hinzu. ^ ^ 

Nehmen wir nun an, die Konstante c sei Wurzel der 
Gleichung f(x) = 0; es sei etwa 

(? = «!. 

Unter dieser Voraussetzung fällt in der Gleichung (5) das 
erste Glied auf der rechten Seite weg; wir können daher nicht 
nur, wie in dem eben behandelten Fall das Integral Q„ auf 
die Integrale 

Qx Px P, u 

zurückführen, sondern wir erhalten, wenn wir w = 2 setzen, 
auch noch die Relation zwischen diesen Integralen: 



('). TA«.)/(^V.-Ärw/^ 



— a^)dx 



+ 



+ iif^^'M C^^^<^^ '— + Konst. 

• 24' ^ ^^ J s a; — «1 
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Nun ist 

= 2(aoai + aj {x — «i) + a^{x - a^y 

= ((IqX^ + 2«^^; + Äg) — K«i^ + Sai«! + a^) 

=^rw-ir(«i). 

Substituieren wir diesen Ausdruck in (7), so folgt 
(«} Y / Wj (^n-^ =- 12 J -7 12-J *■ - 



L Konst. 



Das Integral 

läßt sich durch die Integrale (4) P^, Pg und J7 ausdrücken; 
es ist aber zweckmäßiger umgekehrt Pj durch P^, J7 und das 
Integral (9) auszudrücken. 

Das Integral P^ läßt sich mittels eines Grenzübergangs 
auf das Integral Q^ (6) zurückführen, es repräsentiert also 
keinen selbständigen Typus. Es ist nämlich 

c^Q^ + cU= f( "' + c) '*-? = P-? ^, 

^^' J \X— C ^ I 8 J X— C 8 ^ 

folglich 

lim {c'Q, + cU)^- f^f'- = - P,. 

• 0=00 «/ * 

Das allgemeine elliptische Integral läßt sich somit — 
wenn wir von rationalen Funktionen und Logarithmen absehen 
— auf dreierlei Integrale zurückführen: 

Cdx 
das Integral erster Gattung U=j — , 

das Integral zweiter Gattung 1 — , 

das Integral dritter Gattung 1 _^ • 

Die Integrale erster und zweiter Gattung hängen nur 
von den Koeffizienten der Funktion f{x) ab, das Integral 
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dritter Gattung hängt außerdem noch von dem Para- 
meter c ab. 

Bei allen drei Liiegralen lassen wir vorerst die Inte- 
grationskonstante unbestimmt. Es ist femer zu bemerken, 
daß ein jedes der drei Integrale, ohne daß sein Charakter im 
wesentlichen geändert wird, noch mit einer beliebigen Kon- 
stanten multipliziert werden kann. Zu den Integralen zweiter 
und dritter Gattung kann überdies noch das mit einer be- 
liebigen Konstanten multiplizierte Integral erster Gattung 
addiert werden. 

Um zu allgemein gültigen Resultaten zu gelangen, dürfen 
wir die Koeffizienten der Funktion f{x) nicht als ein für alle- 
mal numerisch festgelegte Konstante betrachten, sondern wir 
müssen sie als verfügbare Parameter ansehen. Da ist es nun 
wichtig, durch geeignete Transformationen dafür zu sorgen, daß 
die Anzahl der in Betracht zu ziehenden Parameter möglichst 
klein wird. Diese Aufgabe werden wir zunächst erledigen. 
Wir können uns dabei offenbar auf die Transformation des 
Integrals erster Gattung beschränken. 

§ 3. Einffthrung einer neuen Variabein. An Stelle 
der Variabein x führen wir mittels der Substitution 

(1) r.=^^-i^; 

eine neue Variable y ein. Die „Substitutionsdeterminante" 

(2) r^pq-p'(i 

darf nicht verschwinden, im übrigen unterliegen die Sub- 
stitutionskoeffizienten keiner Beschränkung. 

Wenn die Gleichung (1) gegeben ist, so sind die Sub- 
stitutionskoeffizienten nur bis auf einen gemeinsamen Pro- 
portionalitätsfaktor m bestimmt. Ist auch noch die Substi- 
tutionsdeterminante r gegeben, so ist der Faktor m bis aufs 
Vorzeichen bestimmt. Bei den folgenden Betrachtungen spielt 
dieses Vorzeichen keine Rolle, wir können daher zwei Systeme 
von Substitutionskoeffizienten, die sich nur dadurch unter- 
scheiden, als nicht wesentlich verschieden ansehen. 

Der Gleichung (1) können wir eine einfache geometrische 
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Bedeutung unterlegen: verstellen wir unter x und y Abszissen^ 
die auf einer festen Geraden von einem festen Punkt aus ge- 
zählt werden, so stellt die Gleichung (1) eine projektive Be- 
ziehung zwischen den Punktreihen {x) und (y) her. Der An- 
schaulichkeit wegen machen wir im folgenden von der Be- 
zeichnungsweise Gebrauch, die diese geometrische Interpretation 
an die Hand gibt. 

Wir führen die Substitution (1) in f(x) aus und setzen 

F{y) ist eine ganze Funktion vierten Grades von y; wir setzen 

(4) F{y) = 6oy* + 4&iy« + 66,y« + 4.\y + 6,. 

Diese ganze Funktion F{y) bezeichnet man als „Trans- 
formierte" der Funktion f{x). 

Lassen wir y unbegrenzt wachsen, so folgt aus (3) mit 
Rücksicht auf (4) 

oder 

(5) 6o = ^aP^ + ^a^y g + Qa^p^q^ -f- 4.a^q^ + a^q^ 

= %{p - a^q) {p - a^q) (p - a^q) (p - a^q). 
Den Nullpunkten a^ der Gleichung f(x) = entsprechen die 
Nullpunkte ß^ der Gleichung F(y) = 0. Es ist daher wegen (1) 

1,2,3,4), 



(6) 


a 


V 


Pß,.+P' 


{v 


= 1; 


woraus 










(7) 
fol^ 


t. 
Wegen (1) 


ist 


ßr = 




-P' 

■ +P 



^ ^ — (i^ — g"r)y + (p '—i^v) 

X "~" i*^ — , j" • 

"^ QV + a 



Hieraus folgt mit Rücksicht auf (7) 

'-■-im''»-«- 



Demnach ist 

<^.IIip-i-r)n(y-P,) 
M = «0 II (^ - «r) — (gy+gy' 



= 1 
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Mit Rücksicht auf (3) und (5) folgt 

(8) F{y) ^hiy- ß,)(y - ft)(y - ß,Xy - ß,). 

Wenn der Quotient — gleich der Wurzel «^ ist, so wird 

die Wurzel ß^ unendlich (7) und der leitende KoeMzient bg 
der Funktion F(if) Terschwindet (5). 
Aus der Identität (s. (5) und (8)) 

= \ß. {l - i)(y - A)(y - A)(y - ß.) 

folgt 

(9) Hm6„A = -46,. 

Umgekehrt folgt aus (5), daß der leitende Koeffizient 6^ nur 
verschwinden kann^ wenn eine der Wurzeln ß^ unendlich wird. 

Wir legen uns nun die Frage vor: welche Bedingungen 
müssen zwischen den Wurzeln a^ und ß^ bestehen, damit bei 
geeigneter Wahl der Substitutionskoeffizienten die Gleichungen 
(6) und (7) bestehen können. 

Aus (7) folgt mit Rücksicht auf (2) 

Folglich ist mit Rücksicht auf (5) 

(10) 6o(/Ji ~ ß,){ßz - ß.) - r^i^ ~ a,){a, - aj. 

Für die rechts auftretende Wurzelfunktion und die beiden 
analogen Funktionen, die sich durch Permutation der Wurzeln 
ergeben, führen wir eigene Bezeichnungen ein. Wir setzen 

(11) B = a^ia^- u^){a^- a^) 

C=»oK-«4)(««-«8)- 

Die Bezeichnung ist so gewählt, daß bei zyklischer Ver- 
tauschung der Indizes 2, 3, 4 auch die Größen Ä, J5, C zyklisch 
vertauscht werden. 

Die Größen A, JB, C genügen, wie man sich leicht über- 
zeugt, der Gleichung 

(12) Ä + B+C^O. 
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Die Größen, in die Ä, B, C übergehen, wenn man a^ 
durch 60 und eine jede der Größen a^ durch die entsprechende 
Größe ß^ ersetzt, bezeichnen wir mit Ä, S, C 

Bei Benützung dieser Bezeichnung können wir die Glei- 
chung (10) imd die beiden Gleichungen, die durch zyklische 
Vertauschung der Indizes 2, 3, 4 aus derselben hervorgehen 
in der Form 

(13) A'==r^A, B=r^B, C^r^C 

schreiben. 

Man bezeichnet die Größen A, B, (7, weil sie sich bei der 
Transformation (1) nur um einen Faktor ändern, der von den 
Koeffizienten der ganzen Funktion f{cc) unabhängig ist, als 
„Invarianten^^ 

Die Gleichungen (13) sind wegen (12) nur zwei unab- 
hängigen Gleichungen äquivalent. Daher sind die Gleichungen, 
die man durch Elimination von r^ erhält, alle mit der Gleichung 



^ _ Ä 
B'~ B 



(14) 

gleichbedeutend. 
Der Quotient 

(15) A = -i = ^-^:^^— ^^ 

stellt bekanntlich das Doppelverhältnis der vier Punkte cc^a^a^a^ 
dar. Die Gleichung (14) ist daher der Ausdruck des bekannten 
geometrischen Satzes, daß das Doppelverhältnis von vier 
Punkten einer Punktreihe gleich dem Doppelverhältnis der 
entsprechenden Punkte in einer projektiven Punktreihe ist. 

Bei unseren Betrachtungen über Transformation haben wir 
es fortwährend mit Doppelverhältnissen zu tun. Wir wollen 
deshalb dafür eine abkürzende Bezeichnung einführen. Wir 
setzen 

(16) A = -^ = (o^ia2a3 0^J. 

Die Gleichimg (14) drückt die notwendige und aus- 
reichende Bedingung dafür aus, daß die vier Gleichungen 
(6) miteinander verträglich sind. Zum Beweis setzen wir die 
Gleichung 

{oc, - a,) {X - a,) {ß, - 6,) {y - ß,) 
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an, durch deren Auflösung sich eine Gleichung der Form (1) 
ergibt. Es ist ohne weiteres ersichtlich, daß auf Grund dieser 
Gleichung den Punkten u^a^a^ beziehungsweise die Punkte 
ßißißs entsprechen. Daß auch dem Punkte a^ der Punkt /J4 
entspricht, folgt aus (14). 

§ 4. Das Doppelverhältnis. Das Doppelverhältnis 
(Gl. (16) des vorigen Paragraphen) 

hängt von der Anordnung der vier Punkte a^ ab. Um den 
Zusammenhang zwischen den Werten, die es annehmen kann, 
zu übersehen, müssen wir die Änderungen untersuchen, die die 
Größen A, B, C erfahren, wenn die Größen a^ permutiert 
werden. 

Den folgenden vier Permutationen entsprechen dieselben 
Werte der drei Größen A, By C (s. Gl. (11) des vorigen Para- 
graphen) 

«1 «2 «8 «4 

«3 «4 «i «2 
«4 «3 «2 «1 

Wenn eine beliebige Permutation der vier Punkte a^ vor- 
gelegt ist, so können wir mittelst einer der Vertauschungen, 
die sich aus der vorstehenden Tabelle ergeben, den Punkt a^ 
an die erste Stelle bringen. Da bei dieser Vertauschung keine 
der Größen A, B, C ihren Wert ändert, brauchen wir nur die 
Permutationen der drei Punkte a^a^a^ in Betracht zu ziehen. 

Wie schon im vorigen Paragraphen (unter (11)) bemerkt 
worden ist, erfahren bei zyklischer Vertauschung der Punkte 
«2 0^3^4 auch die Größen JL, B, C eine zyklische Vertauschung. 
Vertauschen wir die Punkte a^ und «3, so treten an Stelle der 
Größen A, B, C beziehungsweise die Größen — B, -- A, — C. 

Aus diesen beiden Vertauschungen lassen sich alle übrigen 
zusammensetzen. Der Sachverhalt läßt sich noch einfacher 
darstellen, wenn wir an Stelle der Größen A, B, C die Diffe- 
renzen 
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(2) K^B'-C, B = C-JL, V=A-B 

einführen. Mit Rücksicht auf die Gleichung (12) des vorigen 
Paragraphen folgt aus diesen Gleichungen 

(3) 3J[ = r-B, 3B=A-r, 3(7=B-A. 

Einer zyklischen Vertauschung der Punkte a^oc^a^ ent- 
spricht eine zyklischen Vertauschung der Größen ABT Ver- 
tauschen wir die Punkte o, und «g, während a^ an seinem 
Platz bleibt, so werden die Größen A und B vertauscht, V 
bleibt ungeändert. 
Daraus folgt: 

die Größen ABT werden in derselben Weise per- 
mutiert wie die Punkte a^c^a^. 

Wenn wir die Punkte a^a^a^ zyklisch vertauschen, so 
tritt an Stelle des Doppelverhältnisses 

^ B 

das Doppelverhältnis 

- B _ B _ 1 

^1"" C A+B 1 — X 

und bei abermaliger zyklischer Vertauschung 

_ C _ A+B _ X — l 
'''2 "" A" A ^ X ' 

Vertauschen wir die Pimkte «g und «j, so tritt an Stelle von 

^- ^^'^3- A~X 

und bei zyklischer Vertauschung der Punkte a^c^a^ ergeben 
sich hieraus die Werte 

^^ B h 

A 1 X 



^6 G X^ X — l 

Wir stellen die Werte der Doppelverhältnisse, die den 
sechs Permutationen der Größen a^c^a^ entsprechen, übersicht- 
lich zusammen. 
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(4) 



(a^cc^a^cc^) = X = - ^ 

(«1«3«4«2) = ^1 ^ -C= im 



(aias«2«4) = ^3=- 



A 

B 

A 
C 



(«i^«4«3) = ^4=--;^^^""'^ 



Die sechs Werte des Doppelverhältnisses sind im allge- 
meinen untereinander verschieden, eine Ausnahme tritt nur in 
den folgenden drei Fällen ein. 

Wenn eine der drei Größen Ä, B, C verschwindet, so 
haben zwei der Doppelverhältnisse den Wert 0, zwei den 
Wert 1, zwei werden unendlich groß. In diesem Falle müssen 
zwei von den vier Punkten a^ zusammenfallen. 

Wenn eine der Differenzen 

K^B-C, B=-G-Ä, r=-Ä-B 
verschwindet, so haben je zwei der Doppelverhältnisse einen der 
Werte — 1, ^, 2. Dieser Fall hat eine einfache geometrische 
Bedeutung: ist etwa Ag^ — 1, so sind die Punkte a^, a^ durch 
die Punkte a^, a^ harmonisch getrennt. 

Wenn die Größen A, B, G der Gleichung 

BC-A^^BC+CA + AB^^{BV+V^ + ^B) = Q 

genügen (s. Gl. (3) und GL (12) des vorigen Paragraphen), so 
haben je drei der sechs Doppelverhältnisse denselben Wert. 
Die beiden Werte sind die Wurzeln der Gleichung 
A8-A + l=0. 

Man bezeichnet in diesem Falle das Doppelverhältnis als 
äquianharmonisch. 

unsere bisherigen Betrachtungen gelten, gleichviel ob die 
Koeffizienten der ganzen Funktion f{x) reell sind oder nicht. 
Wir wollen nun annehmen, sie seien reell, und sehen zu, 
welche Folgerungen sich aus dieser Annahme für die Größen 
A, B, C und die Werte des Doppelverhältnisses ergeben. Da- 
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bei müssen wir drei verschiedene Fälle unterscheiden, je nach- 
dem die Wurzeln a^ sämtlich reell sind, oder ein Paar oder 
zwei Paar konjugiert imaginäre Wurzeln auftreten. . 

Nehmen wir zunächst an, die Wurzeln seien alle reell und 
zwar sei 

«1 > «2 > «3 > «4- 
Unter dieser Voraussetzung sind die Invarianten A, JB, C 
ebenfalls reell. 

Die Quotienten 

sind positiv. 



A . C 

— und — 



B 

ist negativ (s. § 3, Nr. 11). 
Wegen 

(5) JL + JB + C = (§ 3, Nr. 12) 

sind die Größen Ä und C derji, absoluten Betrag nach kleiner 
als B, Von den sechs Werten des Doppelverhältnisses sind 
zwei positiv und < 1, nämlich 

A = -4 und A,= l-A = -|.(4) 

Die reziproken Werte sind positiv und > 1. Die beiden übrigen 
Werte 

X^ y^ i^d ^5 = Y^ 

sind negativ. 

Aus den Gleichungen (3) folgt, daß 

(6) -^>-^>^ 

ist. 

Nehmen wir zweitens an, die Wurzeln cc^ und a^ und 
die Wurzeln «g ^^^ ^s seien konjugiert imaginär und zwar 
seien die imaginären Bestandteile von cc^ und Og positiv ima- 
ginär. Welches der beiden Wurzelpaare mit cc^, a^ bezeichnet 
wird, bleibt dahingestellt. 

In diesem Fall entspricht allen reellen Werten der Vari- 
abein X dasselbe Vorzeichen der Funktion f{x)'^ wir nehmen 
an, es sei das positive, es sei also a^ positiv. Die Größe 



§ 5. Die rationalen Invarianten. 15 

ist als Produkt einer reellen positiven und zweier positiv 
imaginären Größen reell und negativ; die Größen 

— J[ = Qq^cc^ — a^ («4 — «3) und B = %{a^ — a^) {a^ — a^ 

sind als Produkte einer reellen positiven und zweier konjugiert 
imaginären Größen reell und positiv. Wegen (5) ist 

B>-A und B>-C. 

Folglich sind die beiden Doppelverhältnisse 

k ^ und X^ -^ 

auch in diesem Fall reell, positiv und < 1. 

Die drei Größen A, B, f genügen zufolge (3) der Un- 
gleichung 
(7) A>B>r. 

Nehmen wir nunmehr an, die Gleichuug f{x) = besitze zwei 
reelle Wurzeln a^ und a^ und ein Paar imaginäre a^, a^. Die 
Bezeichnung wählen wir so, daß 

positiv und der imaginäre Bestandteil von a^ positiv ima- 
ginär ist. 

Die Größe 

ist rein imaginär und zwar positiv imaginär. 
Die Größen 

^ = «0 («1 - «2) («3 — aj und — £ = a^ia^ — a^) {cc^ — a^) 

sind konjugiert imaginär. Wegen (5) sind die imaginären 
Bestandteile von — A imd — B ebenso wie C positiv ima- 
ginär. In diesem Falle sind die sechs Werte des Doppel- 
verhältnisses komplexe Größen. Der Wert 

^ B 

besitzt den absoluten Betrag 1. 

§ 5. Die rationalen Invarianten. Eine rationale sym- 
metrische Funktion der Größen ABC oder — was dasselbe 
sagen will — die Größen ABT ist auch rationale symmetrische 
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Funktion der Wurzeln a^ der Gleichung f{x) = und läßt 
sich daher als rationale Funktion der Koeffizienten dieser 
Gleichung darstellen. Wir wollen die elementaren symme- 
trischen Funktionen der Größen ABT, aus denen sich alle 
anderen zusammensetzen lassen, berechnen. Es ist zweckmäßig, 
anstatt diese Berechnung direkt in Angriff zu nehmen, zunächst 
die elementaren symmetrischen Funktionen der drei Größen 

(1) L^a^ia^a^ + a^a^, M=aQ{a^a^ + a^a^\ N = aQ{a^a^+ a^a^ 
durch die Koeffizienten der Grundgleichung 

f{x) = aQ(x^-\- Aitt^x^ + Qa^x^ -\- 4:a^x+ a^= 
auszudrücken. 

Wir gehen von den bekannten Gleichungen aus:*) 

Für die elementaren symmetrischen Funktionen der Größen 
i, M, N ergeben sich die Ausdrücke 

<3) fli = Z + M+ N= a^^a^a^ = 6a^, 

(4) H^ = LM+ MN+ NL== a^^^u.^a^a^ 

(5) jBg = LMN= V^«l^«2«3«4 + V-^«J^«2^«3^- 

Nun ist 

2^1 '2^1 ^ ^3 ^2^1 ^2 ^8 + 4 ^1 ^2 ^3 ^4 

also wegen (2) und (4) 

(6) jffg = Ißa^ag — 4^0 a^. 
Es ist ferner 

V-^«i^«2«3«4= V«4^«i^= VötJ(^ai)«- 2^aia2] 
also 

(7) öo^.^i'a2«3<^4= Ißa^^a^— \2aQa^a^, 
Aus der Gleichung 

4^=-^ai0^2«3 



*) Wir machen von der üblichen Darstellungsweise der symme- 
trischen Funktionen Gebrauch: wir setzen ein Glied der Funktion, aus 
dem alle übrigen durch Yertauschung der Indizes hervorgehen, hinter 
das Smnmenzeichen Z. 
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ergibt sich 

«0 

Folglich ist 

(8) V-^«i^«^^«8^ = 16aoa3^ - 12aQa^a^. 

Setzen wir die Werte (7) und (8) in (5) ein, so folgt 

(9) J^s= 16ai^a4+ löa^ag^— 24taQa^a4^, 

Die Größen ABT lassen sich nun leicht durch die Größen 
LMN ausdrücken. Aus der Gleichung (§ 3, Nr. 11) 

A=- B— C=^ «oL^^A + «2«8 + ^1^3 + ^^4 — 2(ai «2 + cc^ccj] 
folgt mit Rücksicht auf (1) und (2) 

A = 6a2-3L 
und hieraus durch zyklische Vertauschung der Indizes 2, 3, 4 

Es ist daher — wie sich auch unmittelbar aus der Defi- 
nition der Größen ABT ergibt — 

(10) A + B + r = 
und mit Rücksicht auf (3), (4) und (6) 

y (AB + Br + TA; = 12a,^- Aa^H^ + H^ 

= — 12aj^ + IBaiOj - 4aoa^. 

Wir setzen, einen gemeinschaftlichen numerischen Faktor 
ausscheidend 

(11) ^, = -l(AB + Br+rA) = -^(^B+BC+(7^) 
= a^a^ — 4aias + 3a,^ 

Es ist femer mit Rücksicht auf (3), (6) und (9) 
^ ABr= 8a,^- 4V J, + 2a,H, - H, 

= — 16aj^+ 32a^a^a^— Sa^a^a^— IGa^^a^— IGa^a^^ 
+ 24taQa^a^, 

Dur^ge-Maurer, elliptiBche Fxinktionen. 5. Aufl. 2 
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Wir scheiden auch hier einen gemeinschaftlichen numerischen 
Faktor aus und setzen 

(12) ^3 = jL ABr - ^ (5 - 0){G - Ä){A - B) 

Wir können g^ auch in Determinantenform schreiben: 



9z- 



Bezeichnen wir im Anschluß an die S. 10 eingeführte Be- 
zeichnungsweise die Werte, die die Größen g^g^ annehmen, 
wenn man die Koeffizienten a^a^- - ' der ganzen Funktion f{x) 
durch die entsprechenden Koeffizienten W* - - der transfor- 
mierten Fiuiktion F{y) ersetzt, mit g\g\. Aus den Gleichungen 
(§ 3, Nr. 12) 

A=r''A, E^r'^B, C^r^C 
folgt 

Auch die Größen g^g^ haben somit die Eigenschaft, daß sie 
sich nur um eine Potenz der Substitutionsdeterminante ändern, 
wenn man die Funktion f{x) durch eine Substitution ersten 
Grades transformiert. Man bezeichnet daher auch diese Größen 
als Invarianten und zwar als rationale Invarianten im Gegen- 
satz zu den irrationalen Invarianten ABC und ABF. 

Der Quotient ^ bleibt bei der Transformation der Funktion 

f{x) vollständig' ungeändert, er ist eine „absolute Invariante" 
imd dasselbe gilt für jede rationale Funktion dieses Quotienten. 
Im folgenden bezeichnen wir insbesondere den Quotienten 

als absolute Invariante. 

Wenn die Invariante g^ verschwindet, so liegen die vier 
Punkte a^ harmonisch, wenn g^ verschwindet, so liegen sie 
äquianharmonisch (S. 13). 
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Wenn zwei der Punkte a^ zusammenfallen, so muß eine 
der drei Größen 

^ = J-(r-B), 5=|(A-r), C=i(B-A) 

verschwinden. Das Quadrat des Produktes dieser drei Größen 
ist eine symmetrische Funktion der Größen ABT und muß 
sich daher rational durch die Invarianten g^ und g^ ausdrücken 
lassen. Wir setzen 

(14) a = j:ij,(B - r)xr - Kf (a - b)* = l a^i^c? . 

Die Größe G bezeichnet man als Diskriminante der Gleichung 
fix) = 0.*) Bei der Berechnung von Q gehen wir von der 
Bemerkung aus, daß die Größen ABT Wurzeln der Gleichang 

(15) if>{x) = (a;- A)(a; - B)(a; - r) = a;» - Z^g^x - 432^, = 
sind (vgl. (10), (11) und (12)). Durch Differentiation ergibt sich 

ff! ix) = (a; — B)(a; - T) + (a; — r)(a; - A) + (a; - A)(a: - B) 
-3(a;*-12^,). 

Wir setzen der Reihe nach a; = A, B, T und erhalten mit 
Rücksicht auf (15) 

y'(A) = (A-B)(A-r) = 3(A*-12^,)=J(24<7,A + 432(/,) 
9''(B)=^(^ + B) = (B-A)(B-r) 

9''(r)-^(^ + r) = (r^A)(r-B). 

Wir multiplizieren die letzten drei Gleichungen mitein- 
ander und substituieren in (14); mit Rücksicht auf (15) und 
(12) ergibt sich 

9.'(A)9,'(B)9>'(r) 4 . 36»G ^,^' 9» (" ^) " 

Hieraus folgt 

(16) (? =5-,»- 27^,1 



*) Der nnmerisclie Faktor 7-^^ hzw. —^ ist hinzugesetzt, um mit 
Weiezstraß' Bezeichnungsweiee in Übereinstimmung zu kommen. 
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Wenn die Koeffizienten der ganzen Funktion f{x) reell 
sind, so ist auch G reell. Sind die vier Wurzeln «^ reeU oder 
zerfallen sie in zwei Paare konjugiert imaginärer Größen, so 
sind die drei Großen A^ B, C reeU, folglich ist G positiv (14). 
Sind die beiden Wurzeln a^a^ reell, die Wurzeln «gÄg konjugiert 
imaginär, so ist die Invariante C rein imaginär, und die In- 
varianten Ä und B sind konjugiert imaginär (s. den Schluß 
des vorigen Paragraphen), folglich ist C^ reell und negativ, 
Ä^B^ reell und positiv, also ist G negativ. 

Bei reellen Werten der Koeffizienten a^a^^ • • • ist also die 
Diskriminante G positiv, wenn alle Wurzeln reell oder aUe 
Wurzeln komplex sind; sie ist negativ, wenn zwei Wurzeln 
reell und zwei komplex sind. 

Wir köunen die absolute Invariante I (13) leicht als 
Funktion des Doppelverhältnisses 

^ B 

darstellen. Zufolge (11) ist 

_ Ä^{ B + C ^ ^C!\ _ Ä^/BC .\ 
^2- 12 l A ■+■ kV "^ 12 W* V 

und hieraus folgt 

9,= ^A^'-^+^)- 



Aus (12) folgt 

*=ä;(¥+i)(-^-D('-D 

Es ist feruer (14) 

Wir erhalten daher die Proportion 
(17) I:I-l:l=^g,':21g,':G 

= 4(k^-k + lY: (2A»- 3A^- 3A + 2)^: 27A^(A - 1)^. 

§ 6. Transformatiou der Funktion f(x) und des 
Differentials erster Oattnng. Im § 3 ist nachgewiesen 
worden: 
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damit die Funktion f{x) durch eine Substitution ersten 
Grades der Art in die Funktion F{y) transformiert werden 
kann, daß den Punkten a^a^a^a^ beziehungsweise die Punkte 
ßißißsßi: entsprechen, ist die Gleichheit der Doppel Verhältnisse 

(1) i^^2<^B^,) - {ßlß,ßM 

notwendig und hinreichend. Verlangt man nur, daß die Funk- 
tion f(x) überhaupt in die Funktion F(j/) transformiert werden 
kann, ohne daß über die Zuordnung der NuUpimkte eine Be- 
stimmung getroffen wird, so ist nur erforderlich, daß das 
Doppelverh'ältnis {cc^cc^c^c^^ gleich einem der sechs Doppel- 
verhältnisse ist, die durch die vier Punkte ß^ bestimmt werden. 
Diese Bedingung läßt sich auch so ausdrücken: eine jede sym- 
metrische Funktion der sechs Doppelverhältnisse, die durch 
die Punkte ß^ bestimmt werden, muß gleich der entsprechen- 
den Funktion der sechs durch die Punkte a^ bestimmten Dop- 
pelverhältnisse sein. Hierzu ist die Gleichheit der absoluten 
Invarianten I und i' der beiden Funktionen f(x) und F{y) 
erforderlich und hinreichend. 

Es geht dies unmittelbar aus der Gleichung (17) des 
vorigen Paragraphen hervor, die die sechs Werte des Doppel- 
verhältnisses als Funktion der Invariante I bestimmt. 

Unter der Voraussetzimg, daß die beiden absoluten In- 
varianten I und r der beiden Funktionen f{x) und F(y) ein- 
ander gleich sind, ergeben sich die Substitutionen ersten 
Grades, die f{x) in F(y) transformieren, ohne weiteres aus dem 
Begriff des Doppelverhältnisses. Wenn nämlich I' = I ist, so 
muß das Doppelverhältnis {a^cf^a^a^ einem der sechs durch 
die Punkte ß^ bestimmten Doppelverhältnisse gleich sein. Es 
bestehe etwa die Gleichung (1). Wir ersetzen nun einfach 
einen der vier Punkte a^ durch einen variabeln Punkt x und 
den entsprechenden ß^ durch den variabeln Punkt y. Wir er- 
halten so die Gleichung 

{(^la^a^x) ^ (ß^ß^ß^y) 
AnsgeBclirieben lautet sie (vgl. § 3, Nr. 15 und 16) 

(ai-a,)(«,- X) _ ((5, -ß,){ß,-y) 



(2) 



(«1 -«,)(«;- «,) {ß^ - ßt) (V - ßt) 
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Die beiden Doppelverhältnisse (1) bleiben bei den drei 
Vertauschungen, die in § 4, Nr. 1 angegeben sind, ungeändert. 
Wir können daher den Punkten ßißißsß4, aiich beziehungs- 
weise die Punkte 

«2 ^1^4 ^3 ^^®^ «3«4aiaa oder a^cc^cc^a^ 
zuordnen. Wir erhalten daher noch drei weitere Substitutionen, 
die ebenfalls f(x) in F(y) transformieren. 

^^ («1 - «s)> - cc,) {ß, - ?.) (y - ft) 

M^ - (fe-PJ( Pi- y) 

^^^ (ß,-ßi)(y-ß.) 

^ ' {ß.-ß,){y-ß.y 

Wenn wir von den Ausnahmefällen absehen, in denen die 
sechs Doppelverhältnisse nicht alle untereinander verschieden 
sind, gibt es auch keine weitere Substitution ersten Grades, 
die f(or) in F{y) transformiert. Es steht nichts im Weg, daß 
wir die Punkte ßiß^ß^ßi, beziehungsweise mit den Punkten 
«1^2 ^3 ^4 zusammenfallen lassen. In diesem Falle geht die 
Substitution (2) in die „identische Substitution" 

über. Die drei anderen Substitutionen bewirken die Ver- 
tauschungen der Nullpunkte a^, die das Doppelverhältnis un- 
geändert lassen. 

Es gibt also, wenn wir die identische Substitution mit- 
zählen, vier Substitutionen ersten Grades, die die Funktion 
f{x) in sich selbst transformieren. 

Aus den vorausgehenden Betrachtungen ergibt sich die 
Möglichkeit, die Funktion f{x) in eine „kanonische Form" zu 
transformieren. Nehmen wir an, die Koeffizienten der Funk- 
tion F{jj) seien rationale Funktionen eines verfügbaren Para- 
meters. Diesen Parameter bestimmen wir durch die Gleichung 
T ^ I und wir können dann f{x) auf verschiedene Arten in 
F{y) transformieren. Den verschiedenen Wurzeln der Glei- 
chung, die den Parameter bestimmt, entsprechen gleichberech- 
tigte Formen. Wenn die Funktion F{y) zwei verfügbare 
Parameter enthält, so können wir der Transformation noch 
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eine Nebenbedingung auferlegen; wir können beispielsweise 
festsetzen, daß die Substitutionsdeterminante den Wert 1 haben 
soll. Infolge dieser Bestimmung treten an Stelle der einen 
Gleichung 7' =7 die beiden Gleichungen g\=^ g^, 9\=^ 9^- 

Aus der Transformation der Funktion f{x) ergibt sich so- 
fort die Transformation des Differentials erster Gattung 

dx 

Es sei 

Aus (6) folgt 

(8) dx^ '^y 



Folglich ist 



(22/ + 2)* 

^ ^ Vnx) ywW) 

Wenn man es nur mit reellen Größen zu tun hat, so hat 
der Diflferentialquotient 

dx 

dasselbe Vorzeichen wie die Substitutionsdeterminante r, folg- 
lich haben die beiden in (9) vorkommenden Quadratwurzeln das- 
selbe Vorzeichen. 

Es sind drei verschiedene kanonische Formen des Diffe- 
rentials erster Gattung in Gebrauch, von denen eine jede ihre 
besonderen Vorzüge besitzt. 

Wir wollen sie nun der Reihe nach besprechen. 

§ 7. Die WelerstraBsche kanonische Form. Um 

zu der kanonischen Form, die Weierstraß benutzt hat, zu ge- 
langen, knüpfen wir an die Ausführungen des § 5 an. Wir 
haben dort die Identität (15) 

q>{x) = a;»~ ^&g^x - 432^^3 = (a: — A)(rr - B)(x - T) 

aufgestellt. Um die numerischen Faktoren wegzuschaffen, 
setzen wir 

x^ 12y 
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und erhalten 

= 3.12^.4(,-lA)(y-lB)(,-lr). 
Die Funktion 

wird mit der Funktion 

F{y) = Ky' + 4:\y^ + 66,j/*+ 4fe,y + 6, 
identisch, wenn wir 

6o=0, 46i=4, 62 = 0, 463==-ör2, \^ - g^ 

setzen. Die Invarianten der Funktion F{y) besitzen die Werte 
(vgl. § 5, Nr. 11 und 12) 

9i = ^0*4 - 46163 + 362^ = g^ 

5^3'= 606264+ 2616263- 6063^— 6461»- 62*== ^3. 

Die Invarianten der Funktion F{y) haben also dieselben 
Werte wie die der Funktion f{x)y folglich kann diese Funk- 
tion durch eine Substitution ersten Grades mit der Determi- 
nante 1 in F{y) transformiert werden. Die Wurzeln der Glei- 
chung F(y) = bezeichnet man nach Weierstraß Vorgang 
mit 61^263. Sie genügen der Bedingung. (§ 5, Nr. 10) 

(1) ^1+^8+^8=0. 

Sofern sie reell sind wählt man die Bezeichnung so, daß 

(2) e^>e^>e^ 

ist. Weil die Wurzeln e^e^e^ von der Reihenfolge abgesehen 
mit den drei Größen 

^A -Ir Ir 

übereinstimmen, so sind die Differenzen 

^2 ^8 ; ^8 ^> ^1 ^2 
von der Reihenfolge abgesehen mit den Größen 

-1^, ^^B, -{C 

identisch (§ 4, Nr. 3). 

Wenn die Gleichung f{x) = vier reelle Wurzeln oder 
zwei Paare konjugiert imaginäre Wurzeln besitzt, so sind die 
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Größen A, B, C reell und zwar hat die Größe B zufolge der 
in § 4 (S. 14) getroffenen Bestimmungen den größten absoluten 
Wert. Folglich ist 

(3) e,-e,^^\B\. 

Nehmen wir insbesondere an, die vier Wurzeln a^ der 
Gleichung f(x) = seien reell. Vorausgesetzt, daß der leitende 
Koeffizient Uq positiv ist, ist 

r>B>A 
(§ 4, Nr. 6). Wir haben also 
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sein und zwar soll das Vorzeichen so gewählt werden, daß der 
reelle Teil der Größen e^ — e^ positiv ist, wenn er nicht ver- 
schwindet. Tritt dieser Fall ein, so soll das Vorzeichen so 
gewählt werden, daß e^^— e^ positiv imaginär ist. 

Um die Substitution zu erhalten, die die Transformation 

(Q\ ^^ = ^y = ^ 

bewirkt, müssen wir in den Gleichungen (1) bis (4) des vorigen 
Paragraphen für ßiß^ßzßi, ^^^^ Permutation der Grrößen 

oo, — A , 70 B ? jö f substituieren und zwar ist diese Permu- 
tation so zu wählen, daß die Gleichung 

(7) («i«ja,«4) = - ^ = ißiß^ßzß:) 

erfüllt ist. Wir genügen dieser Bedingung, indem wir 
/Si=oo, /Sg^— A, /38 = -B, /S4 = i2'" 
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setzen. Unter dieser Annahme ist nämlich (§ 3, Nr. 16 und 
§ 4, Nr. 3) 

(3 3 3 8) ii^ (ß^-ß»)(ß»-ß*) ^_hzih !:^I^ A. 

{PiP,PM ^/™(ft-ß,)(ß,-p.) ß,-ß, A-r B 

Substituieren wir die Werte (7) in die Gleichung (3) des 
vorigen Paragraphen, so ergibt sich 

(8) y_r_i_B?x^:^x-^. 

^ ^ ^ 12 4 «1 — «3 rc — ccj 

Aus dieser Gleichung erhält man 23 weitere Transformations- 
formeln, indem man die Wurzeln cc^ a^ cc^ a^ auf alle möglichen 
Arten permutiert. 

Wenn die Koeffizienten der gegebenen Funktion f(x) reell 
sind, so ist mindestens eine der drei Größen e^ reell. Da bei 
Anwendung einer reellen Substitution reellen Wurzeln der 
Gleichung F(y) = reelle Wurzeln der Gleichung f(x) ent- 
sprechen, so können die Koeffizienten der Substitution, die 
f{x) in F{y) transformiert, nur dann reell sein, wenn die 
Gleichung f(x) = höchstens ein Paar imaginäre Wurzeln 
besitzt. 

Setzt man in den Gleichungen (1) bis (4) des vorigen 
Paragraphen 

so erhält man nach einer leichten Umformung die folgenden 
Substitutionen, die das Differential erster Gattung 

dy 

VW) 

in sich selbst transformieren: 



(9) 



(x - ej (y - Ci) = (Ci - gg) (ci - 63), 

(x -e^){y- eg) = {e^ - e^) (cj - Cj), 

Ka; - ^) (y - «5») = («8 - h) (e» - Cs,)- 

Nehmen wir an, die drei Größen e, und die Variabein x und y 
seien reell. Damit auch das Integral 

dy 



ß 



2y(y — Ci) (y — e«) (y — Cs) 
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einen reellen Wert besitzt, muß die Integrationsvariable y einer 
der beiden Bedingungen y > e^ oder e^ > j/ > 63 genügen 
(vgl (2)). 

Der letztere Fall läßt sich mittels der dritten und vierten 
der unter (9) angegebenen Substitutionen auf den ersten zurück- 
führen. Wir können uns also im Fall reeller Größen immer 
so einrichten, daß die Integrationsvariable > e^ ist. 

Der Vorzug der Weierstraßschen kanonischen Form be- 
steht darin, daß ihre Kofßzienten rationale Funktionen der 
Koeffizienten der gegebenen Funktion f{x) sind und daß sie 
die Invarianten in Evidenz setzt. 

Weil diese kanonische Form eindeutig bestimmt ist, gibt 
es keine mit ihr gleichberechtigte Form. 

§8. Die Biemanusche kanonische Form, ßiemann 
hat in seinen Vorlesungen die kanonische Form 
% 

2yy(i-3/)(i-A;»y) 

gebraucht. Den hier auftretenden Parameter h nennt man den 
„Modul'^ des Integrals erster Gattung; die Größe K = "j/ 1 — 1^ 
bezeichnet man als „Komplement des Moduls'^ oder als „kom- 
plementären Modul". 

Wir haben in diesem FaU, um die Formeln des § 6 an- 
wenden zu können, zu setzen: 

(1) F{y)^4.y(l-y){l^l'^y\ 

(2) 60=0, 46, = 4Ä;^ 663 = -4(l + Ä;0, 463=4, 6,= 0. 
Die Größen /S^, /Sg, /Sg, /S^ sind durch eine beliebig zu 

wählende Permutation der Größen 00, p, 1, zu ersetzen. 
Zufolge der Formel Nr. 16 des § 3 ist das Doppelverhältnis 

Das Quadrat des Moduls ist demnach gleich einem 
der sechs Doppelverhältnisse, die die vier Punkte a^ 
bestimmen. 
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Wir erhalten daher sechs gleichberechtigte kanonische 

Formen (s. § 6). Ordnen wir etwa den Nullpunkten oo p 1 

von F(y) beziehungsweise die Nullpunkte a^a^a^a^ von f{x) 
zu, so folgt aus (3) mit Rücksicht auf die erste der Gleichungen 
(4) des § 4 

(4) ^^=(«l«2«8^4) = — ^• 

Aus der vierten Gleichung des genannten Gleichungs- 
systems folgt 

In dieser Gleichimg ersetzen wir u^ durch die Variable x und 
dementsprechend ^ durch die Variable y. Es folgt: 

(5) y = {a^a^xa^ = {xa^a^a^) == ^^^ • |^^* • 

Um die Substitutionsdeterminante r zu bestimmen, die in der 
Gleichung (9) des § 6 auftritt, gehen wir von den Gleichungen aus 

(6) B = hM-ßz)iß.-ß,) = r'B=r'a,{a^-a,){a,-a,). 
Im vorliegenden Falle ist zufolge der Gleichung (9) des § 3 

lim /3i&o = - 46i = - W (2) 



und 



/^2 = -p? /54=0, 



folglich 

Demnach ist wegen (6) 

und wir erhalten auf Grund der Gleichung (8) des § 6 
dx 2 dy 



y~f(x) ^YBVFiy) 
Die Variable y ist durch die Gleichung (5), die Funktion F(y) 
durch die Gleichungen (1) und (4) bestimmt. 

Das Vorzeichen von r kann erst dann bestimmt werden, 
wenn die Vorzeichen der beiden Quadratwurzeln 



Yfixj und yF{y) 
eindeutig fixiert sind. 
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Aus der Substitution (5) ergeben sich die drei anderen 
Substitutionen, die das gegebene Integral in dieselbe Normal- 
form transformieren, nach der in § 6 angegebenen Regel. Die 
Substitutionen, die die Transformation in die übrigen fünf 
gleichberechtigten Normalformen bewirken, erhalten wir, indem 
wir die Wurzeln «g? ^s? ^4 ^^^ ^^^ möglichen Arten permu- 
tieren. 

§ 9. Weitere Ausführung für den Fall, daß die 
Wurzeln der Orundgleichung reell sind. Die Koef- 
fizienten der Substitution, die das vorgelegte Differential erster 
Gattung in die Riemannsche kanonische Form transformiert, 
«ind reell, wenn die vier Größen a^ reell sind. Nehmen wir 
überdies an, auch die Integrations variable x sei reell und im 
Integrationsintervall sei f(x) positiv, so können wir die Trans- 
formation so einrichten, daß die neue Integrationsvariable y 
der Bedingung 

0£y£l 

genügt und daß der Modul k reell, positiv und < 1 ist. 
Damit f(x) im Integrationsintervall positiv ist, darf, wenn 
der leitende Koeffizient a^ positiv ist, von den Faktoren 

X — a^, X — 0^2, X — a^y x — «^ 

nun eine gerade Anzahl negativ sein; ist dagegen % negativ, 

so muß die Anzahl der negativen Faktoren ungerade sein. 

Wir stellen die den verschiedenen Fällen entsprechenden 

Substitutionen in einer Tabelle zusammen. Dabei halten wir 

an der früher eingeführten Voraussetzung fest, die Bezeichnung 

sei so gewählt, daß 

«1 > «8 > «3 > a^ 
ist. 

I. «0 > , a; < a^ oder ic > a^ 

a> ,j - ("« - ^^) (^ - ^i) X;2__<^ 1 



V^~S' 
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II. aQ>0, a2>x>a^y 



M ,y _ (0:1— as)fa— a?) p__ C 



r =5 



y-- 



III. ao<0, ai>rr>a3, 

IV. ao<0, as>^>^4; 

Setzen wir fest, daß die Quadratwurzeln Yf{x) und yF(if) 
positiv genommen werden sollen, so ist 

r_dx_ ^ r dy ^ r dy 

J vm ^ J VW) J 2yy(i-y)(i-A;«y)* 

Der Vollständigkeit wegen fügen wir die Werte der Invarianten 
Ä, jB, C hinzu. 

Zu den vorstehenden Formeln ist zu bemerken: 
Wie in § 4 gezeigt worden ist, ist 

B 



negativ, 



A , C 
— und 



% «0 

sind positiv und li ist dem absoluten Wert nach großer als 
A und a 

Hieraus folgt, daß in lUlen FUlen r reell und jb* reell, 
positiv und < 1 ist Haß die intogratious variable y in das 
Intervall U, 1 fdllt, iat ohno woit(^r<^a <^rHicl\Uioh. In den mit 
a) bezeidmoten FW1<^« nohmou dit* Variab^ln ,r uud j/ gleich- 
zeitig zu, in den luit h) hr^tt^M\\\^U\\\ (^ntiipridtt «iuer Zunahme 
von X eine Abnahuu> von y. 
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Der Fall a^ «= ist als Grenzfall zu betrachten. Lassen 
wir «1 unbegrenzt wachsen, so ist (§ 3, Nr. 9) 

lim UqO^ === — 4a^. 
Wir haben daher, wenn a^ positiv ist, die Formeln III oder 
die Formeln IV anzuwenden, je nachdem 

a; > «5 oder cCq> x> a^ 

ist. Ist «1 negativ, so sind die Formeln I oder II anzuwenden, 

je nachdem 

^ < «4 oder «2 > ^ > ^8 
ist. 

§ 10. Die Legendresche kanonische Form. Zu 

einer dritten kanonischen Form gelangen wir, wenn wir fordern, 
daß in der transformierten Form F(y) nur die geraden Po- 
tenzen von y vorkommen sollen. Wir setzen, über den einen 
der drei übrigen Koeffizienten verfügend 

(1) i^(j/)^(i~^V)(i-^V) 

und erhalten (§ 3 Nr. 16) 

^''J \fi> v> v' (i) /l ^ IWl _,_ 1\ \v + ii)' 

Jedem der sechs Werte des Doppelverhältnisses der vier 
Punkte ccicc^cc^cc^^ entsprechen zwei Werte des Quotienten 

(3) x = -^. 

Über die eine der beiden Größen ft, v kann noch verfügt werden. 
Wir erhalten demnach zwölf gleichberechtigte kanonische 
Formen. Ordnen wir etwa den Punkten cc^a^a^a^^ beziehungs- 
weise die Punkte — zu, so erhalten wir zur Be- 

ii V V n ^ 

Stimmung des Quotienten x (3) die Gleichung 

(4) (^) - («1«,«.«*) = - 4 (§4, Nr. 4). 

Eine der Substitutionen, durch die die Transformation be- 
wirkt wird, lautet 

(5) («ic«2«8^) = {j> V' ~ v^ y) 
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oder ausgeschrieben 

/g\ 0^1 —«8 ^ — 0^8 ^ V — II l+vy 

^ ^ «1 — ofj ofg — ic iz + ftl — vy 

Die übrigen ergeben sich durch Permutation der Größen 

u^a^a^a^. Um die Substitutionsdeterminante r zu bestimmen, 

benützen wir wieder die Gleichung 

(7) f^B = r^ao(«i - «,) («^ - a,) = B' = 

aus der 

(8) r^^--^±^ 

folgt. Sofern wir auf die Realitätsverhältnisse keine Rück- 
sicht nehmen, steht nichts im Weg 

V = 1 und dementsprechend /it = x 
zu setzen (3). Wir erhalten so die Gleichung 

^ ^ VA^y y-^y(i-y^)(i-x«y*) 

Man bezeichnet diese kanonische Form des Differentials 
erster Gattung als Legen dresche Normalform. 

Wenn die Größen cc^cc^cc^a^ reell und nach absteigender 

A 
Größe geordnet sind, so ist der Quotient — -^ reell, positiv 

und < 1. Folglich genügt der Gleichung (4) ein reeller, 
positiver Wert x, der < 1 ist. 

Die Legendresche Normalform nimmt eine besonders 
einfache Gestalt an, wenn wir trigonometrische Funktionen 
einführen. Setzen wir 

y = sin 9 
80 folgt 

dy dq) 



(10) 



V(i — y*) (1 — «'y*) yi — x*BinV 



§ 11. Beileliangen zwischen den verschiedenen 
kanonischen Formen des Bifferentials erster Gattung. 

Der einen Weierstraßschen kanonischen Form stehen sechs 
gleichberechtigte Riemannsche kanonische Formen gegenüber 
(§ 7 und 8). In jede dieser letzteren Formen kann die 
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Weierstraßsche Normalform durch vier verschiedene lineare 
Substitutionen übergeführt werden. 

Es ist üblich, die folgende Substitution zu bevorzugen: 

(1) y_e, = !LZl^ 

Setzen wir 



z 



SO folgt 

(3) y - ^1 = (^1 - e^) -~- y-e^^ie^- e^) """^ 

und weiter 

(4) ^ 1 ^' 



2y(y - c,) (y -e,)(3f- e,) Ve, _ e« 2y^(l - z) (1 - k'z) 

Wenn wir die Weierstraßsche kanonische Form als 
gegeben betrachten, so sind die Moduln k und Je durch die 
Gleichungen (2) bestimmt; betrachten wir dagegen die 
Rie mann sehe Normalform als gegeben, so bestimmen die 
Gleichungen (2) nur die Verhältnisse der Größen e^. 

Wenn die Größen e^e^e^ reell und nach absteigender 
Größe geordnet sind, so sind die in den Gleichungen (2) auf- 
tretenden Quadratwurzeln reell. Wählen wir sie positiv, so 
erhalten wir für den Modul k und den komplementären 
Modul k' reelle positive Werte, die < 1 sind. Wächst die 
Variable y durch reelle Werte von e^ bis + cx), so nimmt die 
Variable ^ von 1 bis ab. 

Da es zwölf gleichberechtigte Legendresche kanonische 
Formen gibt (vgl. den vorigen Paragraphen), so gibt es 4 • 12 = 48 
Substitutionen ersten Grades, die die Weierstraßsche kano- 
nische Form in eine Legen dresche transformieren. Wir 
können jedoch den Übergang von der Weierstraßschen Form 
zur Legen dreschen noch auf andere Weise bewerkstelligen: 
wir gehen von der Weierstraßschen Normalform zunächst zur 
Riemannschen über und wenden dann die quadratische Trans- 
formation 

(5) 0^fi 
an. Wir erhalten 

(6) , ^^ .^ ^ ^* -_=. 

^^ 2yz{i—z){i—k^z) y(i— o(i— ^*o 

Durftge-Maurer, elliptisolie Funktionen. 5. Aufl. 3 
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Es ist wesentlich zu bemerken, daß der hier auftretende 
Modul h von der Größe x, die in der Normalform (8) des 
vorigen Paragraphen vorkommt, verschieden ist: der Modul h 
ist gleich der Quadratwurzel aus einem der sechs Doppel- 
verhältnisse, andererseits ist 

\2 



m 



gleich einem dieser sechs Werte. 

Wenn wir im folgenden die Riemannsche und die 
Legen dresche kanonische Form nebeneinander gebrauchen, so 
setzen wir immer voraus, daß der Zusammenhang zwischen 
ihnen durch die Substitution zweiten Grades (5) vermittelt wird. 

Wenn die Größen a^a^a^a^ reell sind und die ganze 
Funktion f{pc) reell und positiv ist, so können wir die Sub- 
stitution, die das vorgelegte Differential erster Gattung in die 
Riemannsche Normalform überführt, so wählen, daß die neue 
Integrationsvariable z auf das Intervall 0,1 beschränkt ist 
(§ 9); die entsprechenden Werte von t (5) gehören dem Inter- 
vall — 1, + 1 an. 

§ 12. Beeile quadratische Transformation in die 
Legendresche kanonische Form. Die Transformation 
ersten Grades eines vorgelegten Differentials erster Gattung in 
die Riemannsche kanonische Form ist nur dann reell, wenn 
die Gleichung f{x) = vier reelle Wurzeln besitzt; die Trans- 
formation ersten Grades in die Weierstraßsche kanonische 
Form ist nur dann reell, wenn diese Gleichung wenigstens 
zwei reelle Wurzeln besitzt. Wir wollen nun zeigen, daß da» 
vorgelegte Differential erster Gattung immer durch eine redle 
quadratische Substitution in die Legendresche kanonische 
Form transformiert werden kann, wenn nur die Koeffizienten 
der Funktion fix) reell sind und nur solche (reelle) Werte der 
Variabein x in Betracht gezogen werden, für die f{x) positiv ist. 

Der Fall, daß die vier Wurzeln der Gleichung f{x) =« reeU 
sind, hat bereits im vorausgehenden seine Erledigung gefunden^ 
wir schließen ihn daher im folgenden aus, haben also nur noch 
die beiden Fälle zu unterscheiden, daß zwei Paare konjugiert 
imaginärer Wurzeln oder daß ein Paar reelle Wurzeln und ein 
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Paar imaginäre auftreten. Wir behalten die in § 4, S. 14 ein- 
geführte Bezeichnungsweise bei, nehmen also im ersten Fall an: 
I. cc^ und «4, «3 und a^ sind konjugiert imaginär; 

die Größen-^—.-— und -^— . — - sind positiv; 

der Koeffizient a^ muß positiv sein; 

A 
das Doppelverhältnis — ^ ist reell, positiv und < 1 . 

Im zweiten Fall nehmen wir an: 
n. die Größen a^ und a^ sind reell; das Produkt «oC^i^^J 
ist positiv; 
die Größen cc^ und cc^ sind konjugiert imaginär; ^^^^ 

ist positiv. 
Der Koeffizient Uq kann positiv oder negativ sein. 
Die Größen A und — B sind konjugiert imaginär; 

— -. — ist negativ; 

A 
Der absolute Betrag des Quotienten — ^ ist = 1. 

Wir fuhren zunächst die in § 10 besprochene Substitu- 
tion (5) 

(1) K«2«8^)==(-^. vr^i' y) 

aus und setzen 

(2) 1/ = — i, ^ == xv = — ix. 

Die Größe x genügt der Gleichung (§ 10, Nr. 4) 

Die beiden Wurzeln dieser Gleichung sind zueinander 
reziprok. Im Fall I sind sie reell und positiv; wir bezeichnen 
mit X die kleinere derselben. 

Es ist also im Fall I 

(4 1) X reell, positiv und < 1 . 

Im Fall II sind die Wurzeln der Gleichung (3) rein 
imaginär; die eine ist positiv, die andere negativ imaginär 

(weil der absolute Betrag des Quotienten — ^ gleich 1 ist). 
Wir können daher festsetzen: im Fall II sei 

3* 
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(4 II) X rein imaginär und zwar negativ imaginär, also fi^ — xi 
reell und negativ. 
Das Quadrat der Substitutionsdeterminante r ist durch die 
Gleichung 

(5) r^B = 5'= - (^ + i;)2 = (1 + x)2 

bestimmt (§ 10, Nr. 8). 

Im Falle I ist ohne weiteres ersichtlich, daß die Größe r 
reell ist, denn in diesem Fall sind die Größen B und 1 + x 
reell und positiv (41). 

Zum Fall II ist zu bemerken: aus (3) und (5) folgt 

(6) - r'Ä = (1 - x)l 

Weil die Größen — Ä und B und die Größen 1 + x und 
1 — X konjugiert imaginär sind (II und 411), so folgt aus (5) 
und (6), daß r^ reell ist, und weil die imaginären Bestandteile 
der Größen B und x dasselbe Vorzeichen besitzen, so muß r^ 
positiv sein. Die Größe r ist somit auf jeden Fall reell. 

Die Substitution (1) ordnet jedem reellen Wert x einen 
reellen Wert y zu. Folglich sind die Verhältnisse der Sub- 
stitutionskoeffizienten reeU. 

Zum Beweise bemerken wir: weil den Werten 

«1^2 ^8 ^4 beziehungsweise die Werte 

entsprechen, können wir die Substitution (1) auch in jeder der 
beiden Formen 

(7) («4«3«2^) = (--^; -"V' i' y) 

und 

(8) K«3«2^) = (-^, -^, |, y) 

schreiben. Nun ersetzen wir in der Gleichung (1) jede Größe 
durch die konjugiert imaginäre; die Größe x nehmen wir als 
reell an, den zu y konjugiert imaginären Wert bezeichnen wir 
mit t/o- 

Im Fall I erhalten wir, weil die Größen ^ und v rein 
imaginär sind, 

Der Vergleich mit (7) ergibt y ^^^y^, also y reell. 
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Im Fall n erhalten wir, weil fi = — xi reell (411) und 
V = — i ist, 

Aus (8) folgt, daß y = yoy also reell ist. 

Da der Größe a^, deren imaginärer Bestandteil positiv imagi- 
när ist, die positiv imaginäre Größe — == i entspricht, so ist 
die Substitutionsdeterminante r positiv.*) Es ist daher (5) 

wo die Quadratwurzel positiv zu nehmen ist. 

Aus § 6, Nr. 8 und § 10, Nr. 1 folgt mit Rücksicht auf (2) 



p») äs-v 



(1 + ^y dy 



fix) r B y(l+y«)(l+^«y«) 

Im Fall I wenden wir nun die quadratische Substitution an 
(111) y ^ —===-tgw, ig = ^ = = sin cp 

und setzen 

(121) Ä=yr=:^^ 

Weil X reell und < 1 ist, so gilt dasselbe für Je. 

Zu den Formeln (111) ist zu bemerken: das Vorzeichen 
der Quadratwurzeln ist so zu wählen, daß die Variabein 
y und dasselbe Vorzeichen besitzen. Den Winkel (p wählen 
wir innerhalb des Intervalls — — , + -^ • 

Setzen wir die Werte (111) in (10) ein, so folgt: 
/^oT\ dx \'\-% dz 1 + 't ^9 



yf{x) ys |/(i — ;?«) (1 _ Ä; V) yB Vi— Ä;*sin> 
Im Fall n setzen wir 

(Uli) y = —yi^0^ = -co8(p, z^yi — ^^y^^smcp, 

(12 n) fc = — J— == — ^— » 

^ ^ yi + (i^ Vi— H* 



*) Setzen wir, unter pqp q x^x^y^y^ reelle Größen verstehend 

rr -L'i^ _ p(yi+iyi)+p „^ f^i^ ^ (jpg —p<i)y% 

x* -\- tx^ = —. j — ; — r — i — j SO loigt rc, = — — . 

Es ist also r^=pq — p'q positiv, wenn x^ und y^ dasselbe Vorzeichen 
besitzen. 
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Bezüglich der Vorzeichen und der Bestimmung von g> 
gilt das oben festgesetzte, wobei zu beachten ist, daß ^ negativ 
ist (411). Wir erhalten 



dx ^ -1 /(l + x)» ^ 1 dz 

r ^ yi — X* yr^^Ä:* sin* <p ' 
Zufolge (3) ist 

(14-x)« 1 _ 1 -|/~^ 1 



Wir können deshalb die vorhergehende Gleichung auch 
in der Form schreiben 

dx 1 dz 



(13 n) 



V7(^ f =J.s V (1 - «») (1 - *:•«*) 
1 dqB 



(14) 



^rr^^|/l_A;«8in«qp 

Den Transformationsformeln (1), (111) und (Uli) können 
wir eine sehr übersichtliche Gestalt geben. Zu dem Zwecke 
schreiben wir die Substitution (1) in der Form 

oder ausführlich geschrieben (vgl. § 3, Nr. 16) 

(c^i — ^i) fa — ^) ^ \^'"^)\ fi ~ V ^ in — v){l + fiy) 
{cc,-cc^)((^-x) /l_^l_\/l_y\ 2ii(l-vy) ' 

Vertauschen wir in dieser Gleichung a^ mit a^, a^ mit a^ und 
dementsprechend ii mit v, so folgt 

(«8 — «i)(«8— ^) ^ (y — |[i) (1 + yy) . 

(a, — a5)(ai — rc) 2 v (1 — fiy) 

Dividieren wir die Gleichung (14) durch die vorstehende, so 
folgt 

/ j5\ (c^g — «s) • (a? — <yi) {x — otj ^ y (1 — jL^y*) ^ £ i + >t' y' . 
^ ^ («1— a4)*(^ — aa)(^ — «») f* (1 — ^'y*) 't 1 + y* * 

(a; — «i) (a: — aj und (a; — «,) (a; — a^) sind die beiden reellen 
quadratischen Faktoren, in die die Funktion f(x) zerlegt wer- 
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den kann. Im Fall I sind die beiden Faktoren positiv, so- 
fern X reell ist. Im Fall II ist der zweite Faktor positiv, der 
erste hat, damit f{x) positiv ist, dasselbe Vorzeichen wie a© 
oder was dasselbe sagen will, wie «i — «^ (II). 
Die Größe 

<^8 ^% 

X 

ist znfolge unserer Festsetzungen auf jeden Fall reell (vgl. I, 
n, 4 1, 4 II). Im Fall I ist sie positiv, im Fall 11 ist x (og — o,) 
reell und positiv. Folglich ist der Quotient 

jedenfalls reell und positiv, wenn x reell ist. 

Bei Benutzung der Substitutionen (111) und (Uli) er- 
gibt sich aus (15) 

, V , X il—k* sin* qp im Fall I 

Wir stellen die Schlußformeln, zu denen wir gekommen 
sind, und die Voraussetzungen, auf denen sie beruhen, über- 
sichtlich zusammen. 

Im Fall I wird vorausgesetzt 

a^ und a^ konjugiert imaginär, ebenso o, und o,, 

"^T^* und "'T"' positiv. 



X reell, positiv und < 1, i = "j/l — x*. 
Im Fall n wird vorausgesetzt 

ccj und a^ reell, «^(«1 — aj positiv, 

«2 und «5 konjugiert imaginär, ' . positiv, 

X == /Lii, /t reell und negativ, k = 



Die Größe x ist Wurzel der Gleichung 



(17) 



(^)'- 



dx 



__ ^ ^_ «o(gl — gl)(tt8 — «4) 
^ «0(01— «f)(«4~«f)* 

^4*-— i?=:imFaUI 
V^ 1/1 — iL* sin* <p 

1 dq, imFaUIL 



.f/=:j^Vi"-**8in*cp 
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§ 13. Ble elliptischeu Funktionen. Am Schlnß des 
§ 2 haben wir das Integral erster Gattung nur bis auf eine 
multiplikative und eine additive Konstante bestimmt. Über 
diese wollen wir jetzt verfügen; wir setzen 



« -fw 



dx 



ö 

und bezeichnen dieses Integral als Legendresches Normalin- 
tegral erster Gattung. Die Variable x beschränken wir vorerst 
auf reelle Werte, die dem Intervall 

angehören. Die Wurzel ist positiv zu nehmen. 
Setzen .wir (vgl. § 10, Nr. 10) 

a; = sin 9? 
so folgt 

(2) V = F(<p,Ä) = / ^^ . 



Solange (p auf reelle Werte beschränkt bleibt, ist offen- 
bar V einwertige Funktion der Variabein (p, aber es ist auch 
umgekehrt (p eine einwertige Funktion der Variabein v. Man 
bezeichnet nach Legendres Vorgang (p als „Amplitude" von 
V, in Zeichen 

(3) 9 = am t? . 
Wächst (p um — , so wächst v um die Größe 



dx 



(4) K^C-^^^=C-= 



•x*){l — k^x^) 
ü ü 

Folglich ist mit Rücksicht auf (3) 

(5) s,m(y + K) = amv + —' 



Die Größen sin 9, cos 9, ]/l— A^sin^^? sind als einwer- 
tige Funktionen von (p auch einwertige Funktionen der 
Variabein v. 
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Diese Funktionen bezeichnet man als elliptische 
Punktionen. 

Jacobi, der diese Funktionen in die Analysis eingeführt 
hat, bezeichnet sie mit sin am v, cos am i?, ^ amv. 

In neuerer Zeit gebraucht man hierfür vielfach nach 
öudermanns Vorgang die kürzeren Bezeichnungen sni?, 
cnvj dnv. 

Sofern es notwendig erscheint den Modul anzugeben, 
schreiben wir ausfährlicher 8n(v,Jc), cn(v,Ä), dn(v, Je), 

Die Funktion btlv ist eine ungerade Funktion, die Funk- 
tionen cnv und dni? sind gerade. Aus der Definition der 
elliptischen Funktionen ergeben sich sofort die Gleichungen 

(6) sn^i? + cn^v = 1, dn^i? + Jc^sn^v = 1, 

dn^t; — k^cn^v = 1—^2= ]c'\ 

Die elliptischen Funktionen können als Verallgemeine- 
rungen der trigonometrischen Funktionen betrachtet werden: für 
i; = gehen sie in dieselben über. Für fc = ist nämlich 

omv = V also sn v = sin t?, cn i; = cos v, dnv = 1. 

Die elliptischen Funktionen sind ebenso wie die trigono- 
metrischen periodisch. Aus (5) folgt nämlich 

sn {v + 4:K) = sn v, cn (v + AK) = cn v, dn (v + AK) = dn ?;. 

Um die Derivirten der elliptischen Funktionen zu be- 
stimmen, bemerken wir, daß zufolge (2) 

-^ = 1/1 — k^ sin^ w = dnv 

ist. Hieraus folgt 

dsuv dsinqp dw ^/z. 79.9 — , 

-3 — «=» , ,-- = cos wy\ — k^ sm^qp = cn v dn ?;• 
dv dcp dv ^ ^ ^ 

Analog ergibt sich 

dcnv dcoBw dw , 

— ^ — = , :— = — sn t? dn I? 
dv dq> dv 

und 

ddnv k^Binw CO8W dm ,9 

— ^ — ^ — ^ Z_ ;^ = — A;^ sn t? cn ?;. 

dv yi_Ä;*BinV^^ 

VP'ir stellen diese drei Formeln zusammen. 
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dsnv 



(7) 



dv 

dCTlV 

dv 

ddnv 

dv 



= cn t; dn t; 
= — sn I? dn t? 



Wir sind zu den elliptisclien Funktionen gelangt^ indem 
wir von der Legen dreschen kanonischen Form der Integrale 
erster Gattung ausgegangen sind. Wir gelangen zu einer 
anderen elliptischen Funktion, wenn wir die Weierstraßsche 
kanonische Form zu Grunde legen. Wir setzen 

dx 



<«) "=/^7^^ 



{x — e,) {X — e,) 

und bezeichnen dieses Integral als Weierstraßsches Normal- 
integral erster Gattung. Zwischen den Integralen u und v 
besteht die Beziehung (§ 11, Nr. 4 und 6) 

V 



(9) u^ 



VV— «8 



Wir nehmen an, die Größen e^e^e^ seien reell und zwar 
sei ^1 > ^2 > Cg. Wenn wir die Variable x auf reeUe Werte 
> e^ beschränken, so ist der Integralwert u einwertige Funktion 
der unteren Grenze x und umgekehrt ist x einwertige Funktion 
von u, 

Weierstraß bezeichnet diese Funktion von u mit 

(10) x^p(u). 

Zwischen der Weierstraß sehen ^-Funktion und den 
Jacobischen Funktionen bestehen die Beziehungen (§ 11, 
Nr. 3 und 5) 

(11) p{u) - ^3 = '-^^ p(u) -e^^ (e, - e,) -^^ 

Durch Auflösung dieser Gleichungen erhalten wir 

(12) snv = -yA-.^- '~ cn I? =« -^f^^- -* dnv = - ;?.- Z-^^! • 
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§ 14. Bas Additionstheorem. Wir haben im voraus- 
gehenden auf die Analogie zwischen den elliptischen und den 
trigonometrischen Funktionen hingewiesen. Diese Analogie 
zeigt sich auch darin^ daß für die elliptischen Funktionen 
ebenso wie für die trigonometrischen ein ,,Additionstheorem" 
besteht. Die trigonometrischen Funktionen der Winkelfiumme 
lassen sich bekanntlich rational durch die trigonometrischen 
Funktionen der Sununanden darstellen; analog lassen sich die 
elliptischen Funktionen 8n{u + v) cn.(u + v) dn(w + t;) rational 
durch die elliptischen Funktionen der Variabein u und v dar- 
stellen. Um die Analogie mehr hervortreten zu lassen^ wollen 
wir zunächst die bekannte Formel für sin (u + v) in der Weise 
ableiten, daß wir von der Definition der Funktion arc sin durch 
ein bestimmtes Integral ausgehen. Wir setzen, unter x,y 
Variable verstehend, deren absoluter Betrag < 1 ist 

dz 



(1) «=r-7=^ ^-f-. 



Wir bestimmea nun y als Funktion von x durch die Gleichung 

(2) u + t> = (7, 

wo C eine Konstante bedeutet. 
Aus (2) folgt: 

(3) _dx_ dy ^ 

oder anders geschrieben 

(4) yi - t^dx +yi- x*dy = 0. 

Nun ist die linke Seite der yorstehenden Gleichung identisch 
gleich 

.K^vr^) + ä(,VT^', - -^. - ^.. 

Mit Rücksicht auf (3) folgt 

d[xVr^ + yVT^^ = 
also 

(5) xYT-^' + yVr-^^ = c, 
wo c eine Konstante bedeutet. 



44 § 14. Das Additionstheorem. 

Aus (5) folgt {iiT y = X ^ Cj und aus (1) und (2) folgt 
sodann 



Das Additionstheorem der Sinus -Funktion läßt sich demnach 
in der Form aussprechen: 

Wenn zwischen den oberen Integrationsgrenzen x, y der 
Integrale u, v die Beziehung (5) besteht, so besteht zwischen 
den Integralen selbst die Beziehung 



X tf c 

/ dz r dz ^ r dz 



1/1- 

Wir wenden nun genau denselben Gedankengang auf die 
Integrale 

X y 

(6) w = / und t? = / — - 

. 

an. Zur Abkürzung setzen wir 



(7) V(l - x') (1 - Jc^x") = s und y(l-f)(l-kY)-i^ 
Wir gehen wieder von der Gleichung 

(8) u + v^C 
aus; aus dieser folgt 

(9) lf + ^ = 0. 

s t 

Diese Gleichung multiplizieren wir nun, entsprechend dem 
oben eingeschlagenen Verfahren, mit s und tj aber außerdem 
noch mit einer Funktion m der Variabein x und y, über die 
wir uns die weitere Verfügung vorbehalten. Nun ist 

mtdx = d{xmt) — -^xtdx — xi-r^t + mf\ dy 

oder da (7) 

t - ; - 

ist 

dm |^t«-(i + Ä:«)ym + 2Ä:V^ 
mtdx = d{xmt) — -j-xtdx — x— dy. 
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Dementsprechend ist 

msdy = d{yms) — j^ysdy — y— dx. 

Diese Werte setzen wir in die Gleichung (9) 

mtdx + msdy = 
ein und erhalten 

(10) d\m{xt + ys)\ = \_Xj^tdx + yj^sdy']^ + 



dy 

+ 



1?^ 5» _ (1 + ]c^) xm + 2k*x^m 

^ dx + 



+ x^ ^ dy 

Die zur Verfügung stehende Funktion m bestimmen wir nun 
durch die beiden Differentialgleichungen 
y^^v dm dm 

(12) yj^^ + 2l^x^ym =^xj^f + 2Jc'xy^m. 

Es verschwinden dann auf Grund der Gleichung (9) die beiden 
Tenne auf der rechten Seite der Gleichung (10) und es folgt 

(13) m(xt + ys) = c 

wo c die Integrationskonstante bedeutet. 

Wir haben nun noch die beiden Differentialgleichungen 

(11) und (12) zu integrieren. Aus (11) folgt, daß m eine 

Funktion der einen Variabein xy ist. Es ist demnach 

dm , j dm , 

■^- = my und -ö— = m a; . 
dx ^ dy 

Wir substituieren diese Werte in (12) und erhalten 
{fs^ - xH^) m + 2Jc^xy {(x?-y^)m^O. 
Nach einer leichten Umformung folgt mit Bücksicht auf (7) 

m' 2k* xy 

m 1 — k^x^y* 

Wir können demnach 

1 

^^ l-k*x*y* 
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setzen. Substituieren wir diesen Wert und die Werte (7) Ton 
s und t in (13), so folgt 



{^A\ ^y(i - y^ (1 - k^y") + yVii - ^^ (i - k'x^ _ ^ 

Für y = wird x = c und wegen (6) und (8) 

dz 



" = ^=/v^ 



z^ (1 — k^z^ 





Wir haben daher den Satz: Besteht zwischen den 
oberen Integrationsgrenzen x,y der Integrale UyV die 
Gleichung (14), so besteht die Beziehung: 

(15) / ' ' + /V ^^^ = 



_ / dg 



Indem wir die elliptischen Funktionen der Argumente u und t; 
einführen, können wir den Inhalt der vorstehenden Gleichung 
auch in der Form aussprechen: 

/^^s / , \ snwcnv diii; + 8ni?cnwdnt* 

(16) sn(w + ^) = ^ fs-4 s 

Um analoge Formeln für die Funktionen cn(w + v) und 
in.(u + v) abzuleiten, benutzen wir die Gleichungen (Nr. 6 
des vorigen Paragraphen) 

Gn^(u + v) ^ 1 — sn*(t* + v) dn^(w + i?) = 1 — Ä^ sn*(w + v) . 
Aus der Identität 

1 — fc^sn^wsn^i? = sn^tidn^i; + cn^t* = sn^t?dn*w + cn^i; 

folgt 

(17) (1 — Jc^ sn^Msn^ü)* = (cn^ee + sn^wdn^i;) (cn^v + sn^i? dn^w) 

und aus der Identität 

1 — fc^sn^wsn^t? = dn^t* + k^sn^ucn^v = dn^i; + Ä*sn*t;cn^w 
folgt 

(18) (1 -JcHn^usn^vf^ 
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Aus der Gleichung (16) folgt mit Rücksicht auf (17) 

cn^(M + v) = 

(cn*u + 8n*udn*t7) (cn*t? + sn't?dn*u) — (snucnt?dnt? + snvcnudnw)* 

(1 — Ä;'sn*usn*t7)* 

[cnucnv — snusnudnudni?"!* 
1 — A;*sn*t*8n*t? J 

Wir ziehen die Wurzel aus und bestimmen das Vorzeichen, 

indem wir t? = setzen. 

Es folgt 
.^rk\ / . \ cnucnt? — snusnrdnudnt? 

(19) cn (m + v) = z — r» — i 1 

^ ^ v « / 1 — Ä;*sn*U8n*t7 

Durch eine ganz analog zu führende Rechnung erhalten wir 
bei Benutzung der Gleichung (18) 

,ckn\ 1 / . \ dnttdnv — A^'snwsnv cnwcnv 

(20) dn (u + t?) = j^ — s = 

^ ^ \ « / 1 — Ä;'sn't«8n'v 

§ Ib. Elliptische Funktionen eines komplexen 
Ai^ftunents. Doppelte Periodizit&t. Wir haben im § 10 
die elliptischen Funktionen nur für reeUe Werte des Arguments 
definiert, wir wollen nun ihre Definition auch auf komplexe 
Werte desselben ausdehnen. 

Zu dem Zweck substituieren wir in dem Integral 

m V = C ^"^ = / j^ 

^ ^ J V(l — x*)(l — k*x*) J yr— k* sinV 

(2) a; = iy = sin^ = itg ^ (vgl. § 12, Nr. 11 1). 
Es folgt 

(3) cos qp = 

und 

i/i 72 ■ 9 yi—{l — k*)Bm^ 

yi — P sin* qp = ^^ -^ • 

Führen wir an Stelle des Moduls Je den komplementären. 
Modul 

(4) Je' = i/n^* 

ein, so erhalten wir 



(5) Yizr^-^^nEFl^^. 

^ ^ ' ' cos 1|) 
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Substituieren wir die Werte (3) und (5) in (1), so folgt 

(6) v=^iw^i r'__l^_„_, ^.' / ^y 

^ ^ Jyi-k'^ sin» ij, J 1/(1-2/*) (1 -^''y*) 



Aus der vorstehenden Gleichung folgt: 

Q.m(Wy k') = ^ sn(tc?, Ic) = sin ^ Qn{w, Je') = cos ^ 
dn (w, V) = yi-k'^sin^tp. 
Andererseits folgt aus (1) (vgl. § 10) 

am(i;, k) =^ q) sn(Vj k) = sin q) cn(t?, k) = cos 9 

dn (Vj Ä) = ]/l — k^ sin^ q) . 

Mit Rücksicht auf die Gleichungen (2), (3) und (5) ist daher 

(7) sn itw, k) = %-~ , ' Q.mtw.k) = — -, — ttz 

dn uw;, fc) = — >— S^ • 
^ ' ^ cniw^ k) 

Damit sind die elliptischen Funktionen auch für rein imaginäre 
Werte des Arguments erklärt. Um sie für beliebige Werte 
des Arguments zu definieren, benutzen wir die Additions- 
theoreme (17), (20) und (21) des vorigen Paragraphen. Man 
überzeugt sich leicht, daß diese Theoreme auf Grund der 
Oleichungen (7) auch noch für rein imaginäre Werte des Ar- 
guments gelten. Es steht uns frei festzusetzen, daß sie für 
beliebige komplexe Werte desselben gelten sollen. 
In § 10 ist gezeigt worden, daß die Funktionen 

(8) sn (v, k) cn (v, k) dn (v, k) 
die Periode 



4K^^' ^f 






^ sin* (p 




besitzen. Dementsprechend besitzen die Funktionen 
(9) sn {tVy k') cn {w, k') du.(w, k') 

die Periode 



4JS:'=4 



2 

d(p 






sin* 9^ 
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Aus den Gleichungen (7) geht nun hervor, daß die Funktionen 
(8) auch die Periode 4iK' besitzen, denn wenn das Argument w 
der Funktionen (9) um 4K' wächst, so wächst das Argument 
der Funktionen (8) um 4iK\ 

Die elliptischen Funktionen besitzen demnach 
eine doppelte Periodizität. Diese merkwürdige Eigen- 
schaft tritt nur hervor, wenn wir auch komplexe Werte des 
Arguments in Betracht ziehen. Dieser Umstand deutet darauf 
hin, daß wir nur dann zu einer einfachen und umfassenden 
Theorie der elliptischen Integrale und Funktionen gelangen 
werden, wenn wir die Hilfsmittel heranziehen, die die Theorie 
der Funktionen einer komplexen Variabein darhietet. Damit 
werden wir uns in den nächsten Abschnitten beschäftigen. 

§ 16. Das Jacobische Transformationsprinzip. 

Wir haben im vorausgehenden die Transformation ersten 
Grades des Differentials erster Gattung eingehend untersucht, 
daneben aber auch gewisse Transformationen zweiten Grades 
angewendet. Wir setzen nun, unter U und V ganze rationale 
Funktionen w-ten Grades der Variablen y verstehend 

(1) ^-y 

und legen uns die Frage vor: Ist es möglich die Koeffizienten 
dieser ganzen Funktionen so zu bestimmen, daß das elliptische 
Differential erster Gattung 
j'c\\ dx dx 



yf{x) ya^ix — oc^) (x — a^) (x — a^) (a; — aj 

durch die Substitution w-ten Grades (1) wieder in ein elliptisches 
Differential erster Gattung transformiert wird? 
Aus (1) und (2) folgt 

/gN dx ^y ^y 



Der Zähler des Ausdrucks rechts ist eine ganze Funktion 
2 w — 2-ten Grades von y (der Koeffizient von y'^^-^ verschwindet). 
Im Nenner steht unter dem Wurzelzeichen eine ganze Funktion 
4n-ten Grades von y. Damit der Ausdruck rechts ein elliptisches 

Duröge-Maurer, elliptische Funktionen. 5. Aufl. 4 



dV dV 
""dy dy _ 


dU dV 
dy dy 


tt,r V 


U V 
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Diflferential erster Gattung ist, muß diese Funktion 2n — 2 
Doppelfaktoren besitzen und diese müssen mit den Quadraten 
der Linearfaktoren des Zählers übereinstimmen. 

Zwei verschiedene von den Funktionen J7—ayF können 
keinen gemeinschaftlichen Faktor besitzen, denn ein solcher 
müßte auch ein gemeinschaftlicher Faktor der Funktionen U und 
V sein, aber diese können wir als teilerfremd annehmen. 
Ein Linearfaktor, dessen Quadrat die Funktion U — cc^V 
teilt, ist auch Faktor der Derivierten 

dU_ dV 

dy " dy 

und folglich auch Faktor der Funktion 

dJJ 

dy ' 

u 

Die Bedingungen unserer Aufgabe erfordern also, daß die vier 
ganzen Funktionen U— «„Fzusammengenommen 2n—2 Doppel- 
faktoren besitzen. Der Zähler des Ausdrucks auf der rechten 
Seite der Gleichung (3) ist durch das Produkt dieser Faktoren 

teilbar, der Quotient ist eine Konstante. Da der Quotient ^ 

von 2w + 1 Konstanten abhängt, so bleiben drei von diesen 
Konstanten verfügbar. Dies ist von vornherein klar. Wenn 
nämlich die Substitution (1) den Bedingungen der Aufgabe 
genügt, so genügt ihr auch die allgemeinere Substitution 

pU + pJ 

wo pp'qq' beliebige Konstante bedeuten. Über diese Kon- 
stanten kann man derart verfügen, daß das transformierte 
Diflferential die Weierstraßsche Normalform besitzt oder 
so, daß es bis auf eine multiplikative Konstante mit der 
Riemann sehen oder der Legen dreschen Normalform überein- 
stimmt. Ein Beispiel dafür bietet die in § 12 durchgeführte 
quadratische Transformation. 

Nehmen wir insbesondere an, daß schon das vorgelegte 
Diflferential die Weierstraßsche oder Legendresche Normal- 
form besitzt, so können wir die Gleichung 
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dx dy 

y^x^^g^x — g^ V4y3— 7,2/ — 7, 

beziehungsweise die Gleichung 

dx 1 dy 



l/(i — x^) (1 — k^x") ^ 1/(1 — y») (1 — x«2/*) 

ansetzen. Im ersten Fall bestehen zwischen den Invarianten 
g^f g^ und y^, y^ algebraische Gleichungen und insbesondere 
besteht zwischen den absoluten Invarianten (§ 5, Nr. 17) 

eine algebraische Gleichung, „die Invariantengleichung'^ 

Im zweiten Fall besteht zwischen den Moduln h und x 

die ,^odulargleichung'^, zwischen dem Modul 'k und dem 

Multiplikator M die ,ßIultiplikatorgleichung". 

Auf die Theorie dieser Gleichungen werden wir später 

von einem ganz anderen Ausgangspunkt aus zurückkommen. 

Vorerst wollen wir nur die Transformationen zweiten Grades 

untersuchen, die die W ei er str aß sehe kanonische Form wieder 

in eine Weierstraßsche kanonische Form transformieren. 

§ 17. Die Transformationen zweiten Grades. Wenn 
wir von der W eierst r aß sehen kanonischen Form ausgehen, 
so erhält die Gleichung (3) des vorigen Paragraphen die Form 

.IX ^^ ^^ ä y_ äy 

^ ^ W(x-e,)ix-e,){x-e,) 2yViü-e,V){ü--e,V){ü--e,V) 

Unter der Voraussetzung, daß die beiden ganzen Funktionen 
CT und V von nicht höherem als dem zweiten Grade sind, lauten 
die Bedingungen dafür, daß die rechte Seite der vorstehenden 
Gleichung ein Differential erster Gattung ist: von den vier 
Funktionen zweiten Grades 

(2) F, U-e^r, U-e^V, U-e^V, 

müssen zwei Quadrate sein. 

Damit dieses Differential ebenfalls die Weierstraßsche 
kanonische Form besitzt, ist erstens erforderlich, das eine der 
vier Funktionen (2) auf den ersten Grad sinkt, und zweitens, daß 
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(5) lim ^ ^y M 1 

)^ y = «, V{U—e,V){ü-e^V){U—e^V) 

ist. 

Wir können die Zahl der in Betracht zu ziehenden Möglich- 
keiten durch die folgende Überlegung erheblich einschränken: 

Transformieren wir die Wei erst r aß sehe Normalform zu- 
erst durch eine der vier in § 7 No. 9 angegebenen Substitutionen 
in sich und wenden wir dann eine Transformation zweiten 
Grades an, die sie in eine andere Wei er straßsche Norm alform 
transformiert, so erhalten wir durch die Zusammensetzung 
der beiden Transformationen eine zweite Transformation zweiten 
Grades, die dasselbe leistet wie die erste. Diese beiden Trans- 
formationen betrachten wir als nicht wesentlich verschieden. 

Bei Anwendung der vier Transformationen ersten Grades 
werden die drei Faktoren 



^a^ 



X 6a 



untereinander permutiert und dementsprechend werden auch 
die vier Funktionen (2) permutiert. Wir können und wollen 
die Permutation so wählen, daß V diejenige der Funktionen 
(2) ist, die eine lineare Funktion des Variabein y ist. Unter 
dieser Annahme entspricht einem oo großen Wert der Variabein y 
ein unendlich großer Wert der Variabein x (vgl. die in § 13, 
Nr. 8 getroffene Bestimmung). 

Um die noch verbleibenden Möglichkeiten auf einmal er- 
ledigen zu können, bezeichnen wir mit l, ^, v und a, ß, y 
*fewei beliebige Permutationen der Zahlen 1, 2, 3 und nehmen 
an, die Funktionen 

U-e;,r und U-e^r 

seien Quadrate und es sei 

(4) V = a(y- a^), U- c,F= h{y-B,){y- a^). 

Hier bedeuten a und h Konstante, die sofort bestimmt 
werden sollen. Der Koeffizient von y^ in dem Ausdruck 

V{U-e,r)(JJ-e,V){U^e,V) 
ist ah^. 

Der Koeffizient von y^ in dem Ausdruck 
dy dy 
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ist ab. Aus (3) folgt daher 

Da es nichts ausmacht, wenn wir ü und V mit derselben 
Konstanten multiplizieren, so können wir 

(5) a = b = l 
setzen. 

Aus (4) folgt mit Rücksicht auf (5) 

(6) I ^~ ^^^= ^'~ [«« + «^ + (^;i-0]y + ba^^i + (ex-e,)e^'], 

Damit die beiden vorstehenden Funktionen zweiten Grades 
Quadrate sind, müssen die Größen 

(7) 6;^- e^= Q^ und e^- e,= q^ 
Wurzeln der Gleichung 

sein. Mit Rücksicht auf die Relation (§ 7, No. 1) 

können wir diese Gleichung in der Form schreiben 

(8) p«_6£^p+(«/-4£„6,) = 0. 
Die Diskriminante dieser Gleichung 

(9) A = (p,- Q,y= {e,^e^f = 16(2./+ .,5^) 

verschwindet nicht. 

Aus (7) folgt mit Rücksicht auf die Gleichung 

(10) 36,= - {Qi+92\ 3e;i= 2q^-q^, 3e^=2g^-g^. 

Bei der weiteren Untersuchung setzen wir voraus, die drei 
Größen a^, a^, £^ seien reell und fordern, daß auch die Größen 
6i, e^y e^ reell sind. Die Bezeichnung wählen wir so, daß 

ist (vgl. § 7, No. 3). 
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Im Einklang mit der früher eingeführten Bezeichnungs- 
weise (§ 11, Nr. 2) setzen wir 



(11) 



^,2 ^^ ^8 ^8 ^'2 






«« «1 — «• 



Damit die Größe A (9) positiv ist, darf e^ nicht zwischen 
«^ und Bß liegen, es muß also y = 1 oder = 3 sein. 
Wir nehmen zunächst an, es sei 

(12) y = l, ß = 2, « = 3. 

Die beiden Wurzeln der Gleichung (8) haben, weil 

positiv ist, dasselbe Vorzeichen und zwar das positive, da b^ = b^ 
positiv ist. Bezeichnen wir mit p^ die größere der beiden 
Wurzeln, so folgt aus (7) 

wir müssen daher 

(13) A = l, ^ = 2, i; = 3 
setzen. 

Aus den Gleichungen (8), (9) und (11) folgt 

?1 + (>2 = 6£i = 2(£i - £3) (1 + X 2), 

(>i = (^i-^s)(l + ^')^ 
P2 = («i-^8)(1-^')^- 
Folglich ist wegen (7) und (11) 

l^^^-i = {\-^X also 

Hieraus folgt die Modulargleichung 

(16) ''^"(TT^'- 

Unsere Substitution lautet in diesem Fall ((4) u. (5)): 

(17) x-e,^ ^-'*^^-'^^ . 



(14) 
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Um y als Funktion der Variabein x zu bestimmen, be- 
nutzen wir die Gleichung 

^ ^ ^ — «i \y — i^i + fv 

die sich durch eine einfache Rechnung aus den Gleichungen 
(4), (5), (7) und (8) ergibt. 

Man bezeichnet die Substitution (17) als „Landen sehe" 
Substitution. Nehmen wir nunmehr an 

(19) «=1, ^ = 2, y = 3. 

Die Wurzeln der Gleichung (8) haben auch in diesem Fall 
dasselbe Vorzeichen, aber sie sind negatiy, weil 6^, = £3 negativ 
ist. Wählen wir die Bezeichnung wieder so, daß die Wurzel q^ 
den größereu absoluten Betrag besitzt, so ist die Differenz 
Qi — 9g negativ und wir müssen mit Rücksicht auf (7) 

(20) v = l, ^ = 2, A = 3 
setzen. Aus (8), (9) und (11) folgt in diesem Fall 

Pl + Pä = 6«8 2(£i - fg) (1 + x"), 

9i-9i 4(£i— £j)x, 

9i — ih - h) (1 + ^^y, 
Qi — («1 - h) (1 - ^y- 

Aus (7) und (11) folgt 



(21) 



(22) ^'-Vfri 

Hieraus ergibt sich die J 
(23) Ä« = 



X 

1 + H* 

Hieraus ergibt sich die Modulargleichung 

4x 



(l+x)« 

Die Gleichung (23) geht aus (15) hervor, wenn man Je 
und X vertauscht. 

Unsere Substitution lautet nunmehr ((4) u. (5)): 

Zur Bestimmung von y dient die Gleichung 
(25) ^.zi^^(y^:p + W. 

Man bezeichnet diese Substitution als Gaußische Substitution. 
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§ 18. Anwendung der Landenschen Substitu- 
tion auf die Legen dresche kanonische Form. Die 

Landensche Substitution nimmt eine besonders einfache Ge- 
stalt an, wenn wir von der Weierstraßschen kanonischen 
Form zu der Legen dreschen übergehen und die Amplitude 
einführen (§ 13 Nr. 3). 

Wir setzen, die im vorigen Paragraphen eingeführten Be- 
zeichnungen beibehaltend 

6i — e^ sin'* 9? 



(1) 

und 

(2) 
woraus 



«1 — 63 sin* ifj ' 
und 

(4) ^_ziii==ctg^^, y^i^^Ln^l^ 

^ >' «1 — ^8 ^ — ^8 Sin*!/; 

folgt. Wir erhalten 

da; 1 d(p 



2 y (ä; — öj) (a; — e^){x — Cj) "j/ej — Cg "j/l — Ä;* sin* 9 
und dementsprechend 

dy 1 d'tp 

21/(2/— fi)(y — f2)(2/ — f8) y^^^ yi — X» sin» tp 
Mit Rücksicht auf die Gleichung (15) des vorigen Parar 
graphen folgt 

(5) ^_^__ __ ^ -1- ^ jy _ -^ - (1 + ;eO — -^^^^ =. 
^ ^ yi_Ä;*sin*9 1 + *.yi — x^sin^i/) ^ ^yi — x*sin*i^ 

Zwischen fc, ;c und x' bestehen die Beziehungen 

(6) ^-^rrr-; ^ = 



Die Substitution (17) des vorigen Paragraphen erhält, 
wenn wir die Werte (1), (2) und (4) einführen, die Gestalt 

1 1 1 — x'sin*!/; 

sin* (p (1 -j- 't')* sin* if} cos* ij) 

Nach einer leichten Umformung erhalten wir 

. _ 1 — (1 -f- x') sin* i{) 
^ ^ ~~ (1 + '/) sin ii) cos 1^ 
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und hieraus 

/^N . _ (l + H)tgi/> ^ (l + x)sin2t/; ^ sin 2 1/> 

^*J '^g?^ 1— xtg*!/; (1 — %) + {! + }i')cos2ilf k + C06 2jp' 

Wir geben dieser Gleichung eine für die numerische 
Rechnung bequemere Form. Es ist 

f rr r _- */ ^ — tgqp — tgt/; _ (1 + xQ tg l/; - (1 — X tg^t/>) tg tft 
^gV9? ^; l + tgcptgl^ l-./tg^V^ + Cl+xOtgV ' 

folglich 

(8) tg(()P-^) = x'tg^. 

Diese Gleichung dient zur Berechnung von (p, wenn ^ 
gegeben ist. 

Aus (7) folgt ferner 

(9) sin(2^ — gj) = ifesing?. 

Diese Gleichung dient zur Berechnung von ^, wenn 9 
gegeben ist. 

Dem Wert <p = entspricht der Wert ^ = (7). Bei 
Benutzung der abkürzenden Bezeichnung 



Fih9)=f-^ 



dq) 



■j/l — k* sin* qp 


erhalten wir daher aus (5) die Gleichung 

(10) F{k, <p) =- rrifc^^^' *) = (! + ^')^X^,^)- 

§ 19. Berechnung des Legendreschen Normal- 
integrals erster Oattung. Wir benutzen die Landen sehe 
Substitution, um das Legendresche Normalintegral erster 
Gattung FQcjfp) zu berechnen. Dabei halten wir an der 
Voraussetzung fest, daß der Modul h reell, positiv und < 1 
und daß die Amplitude 9 reell und positiv ist. 

Bei Anwendung der Landenschen Substitution wird der 
Modul des Litegrals erster Gattung vergrößert, die Amplitude 
wird verkleinert, wie aus den Gleichungen (6) und (9) des 
vorigen Paragraphen hervorgeht. Durch wiederholte Anwen- 
dung der Landenschen Substitution kann daher das Integral 
F(JCy<p) — wie sofort des genaueren nachgewiesen werden 
wird — auf ein Integral erster Gattung zurückgeführt werden. 



58 § Id* Berechnung des Legendreschen Normalintegrals erster Gattung. 

dessen Modul innerhalb der verlangten Genauigkeitsgrenzen = 1 
gesetzt werden kann. Dieses Integral läßt sich ohne weiteres 
berechnen: es ist 

(1) ^a<p)=/^-igtg(f + |-)- 



Bei Anwendung der inversen Substitution wird der Modul 
verkleinert, die Amplitude vergrößert. Durch wiederholte An- 
wendung dieser Substitution kann daher das Integral F(Jc,(p) 
auf ein Integral zurückgeführt werden, dessen Modul = ge- 
setzt werden kann und es ist 
(2) FiO,<p)^^. 

Wir beschäftigen uns zunächst mit der letzteren Transfor- 
mation. 

In den Gleichungen (6) und (8) des vorigen Paragraphen 
setzen wir an Stelle der Buchstaben 

k ]v K 7i (f ^ 

beziehungsweise 

Wir berechnen nun von dem Modul Icq = Je und der Am- 
plitude (Pq= cp ausgehend eine unbegrenzte Reihe von Moduln 
und Amplituden mittelst der Rekursionsformeln: 



^^ "+1 1 + V (i+Ky v = 0,l,2,---. 

(4) tg(<P.+i-9',) = Vtg9'»- 

Wegen 

konvei^ieren die Glieder der Reihe 

iC h/-i Ka • • • • 

gegen Null. 

Aus (4) folgt 

Daher konvergiert der Quotient — ^ bei wachsendem v gegen 

einen endlichen Grenzwert 0q. 

Aus der Gleichung (10) des vorigen Paragraphen folgt 
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Da nun 



lim ÄJy = und lim -^ = ^^ 







ist, so folgt (2) ^ 

(5) FQc,g>) = (1 + Je,) (1 + ]c,)(l + fcj . . . <Po. 

Für 9 = Y ist (4) 9?i = jr und allgemein 9^ = 2" • y* 
Folglich ist 

(6) K^F{jc,^)^(l + k,)(l + k,)il+k,).-.^^ 

Substituieren wir diesen Wert in (5), so folgt 

(7) FQc,g>) = H^. *o. 

Die vorstehenden Formeln erhalten eine sehr elegante 
Form, wenn wir an Stelle der Größen k\1cj die Quotienten 

(8) k'^^, V = - 
«inführen. Aus (3) folgt 

"^r + 1 = M , 1 ' also = -TT j— TT • 

Wir genügen dieser Gleichung, indem wir 

setzen. Die Größe a kann willkürlich gewählt werden. 
Die Glieder der Reihe 

a a, 0^2 •• * 
nehmen beständig ab, die der Reihe 

h \ 62 * • • 
nehmen beständig zu. 

Weü 

K 
lim k^=^0 also lim fc/ = — = 1 

ist, konvergieren die Größen a^ und h^ gegen denselben Grenz- 
wert Jf(a,6). Man bezeichnet denselben nach Gauß Vorgang 
als arithmetisch-geometrisches Mittel. 

Aus (3) folgt mit Rücksicht auf (8) und (9) 

2a a 

i + h^, — %- — ^• 
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Setzen wir diese Werte in (6) ein, so folgt 

(10) K^F{k,^) = ^J-^ . f = :sr(bp) Y' 

Indem wir die Größen*fc und k' vertauschen, erhalten wir 

(11) ^=^(^',f) = ^)-f- 

Ein Beispiel mag zeigen, wie schnell das auseinander- 
gesetzte Verfahren zum Ziel führt. 
Es sei 

, _ 24 7.. _ 7 

Wir setzen 

a==25, 6 = 7 

und erhalten auf fünf Dezimalen genau 

ai=16 6i= 13,22 876 

ag = 14,61 438 i, = 14,54 854 
aa = 14,58 146 63 = 14,58 142 
a^=6^=jf(a,ft) = 14,58 144. 

Es ist somit 

^=^(i>|-) = Tjür-f = 2,69 314. 

Um auch K' zu berechnen, setzen wir 

a=25 6=24 

und erhalten 

«1=24,5 61=24,49491 

fflg = 24,49 7455 6, = 24,49 7443 

a,= 6,= Jf(a,6) =24,49 745 

^'=^G^'f) = ^l7«f=l>60 338. 

Um das Integral F(ky(p) durch sukzessive Vergrößerung 
des Moduls zu berechnen, ersetzen wir in den Gleichungen (6) 
und (9) des vorigen Paragraphen die Buchstaben 

Je Je' X 7t (p fl^ 

beziehungsweise durch 
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und berechnen eine unbegrenzte Reibe von Moduln und Am- 
plituden mittelst der Rekursionsformeln 



(12) fc_. = ,^ //_,.yi-Ä_,^ . = 0,1,2,... 

(13) sin(2g)_,,i-9_J-Ä_,sin9?_,. 

Aus (12) ergibt sich, daß bei wachsendem v JcLv gegen 
Null, also k_^ gegen 1 konvergiert. Aus (13) folgt, daß 
9_y bei wachsendem Index abnimmt aber positiv bleibt. Folg- 
lich konvergiert (p_^ gegen einen endlichen positiven Grenz- 
wert O^. 

Aus der Schlußgleichung des vorigen Paragraphen folgt 

(14) F{k_,, 9>_,) = (1 + Ä'_,_ J^(Ä_,,„ y_,_,) 
und hieraus folgt mit Rücksicht auf (1) 

(15)F(Ä,9>) = (l + Ä'_,)(l + Ä'_,)(l+Ä'_,).-lgtg(f + |-). 

Wir machen von der eben besprochenen Transformation 

Gebrauch, um einen Näherungswert für das Integral FUc^ ^ j 

zu bestimmen, unter der Voraussetzung, daß Je nur wenig von 
1 verschieden ist. 

Wir setzen, unter y eine sehr kleine Größe verstehend 

(16) k = cos y 
und erhalten aus (12) 

(17) fc'_i = tg*|- 
Aus (13) folgt für V = 0, o) = I- 

sin (29?_i — y j = cosy 
also 

(18) <^-i=^- 

Aus (14) folgt mit Rücksicht auf (17) und (18) 

F(k,^) L^F(fc_„.p_,) = _i^ /, "" 

cos« Y oo«' ij y C0B'<p + tg« 1 Bin'qp 
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Weil im Intergrationsintervall 

also sehr klein ist, können wir die Wurzel 

1 



39]/l + tg*|tg«<p 



in eine Binomialreihe entwickeln. Die Reihensamme liegt 

zwischen 

1 j 1 1 . A y sin*qp 

und -^ ts* -^ — ^ • 

cos <p cos (p 2^2 cos' 9 

Das Integral 

-cos«! / ^ """^ 



konvergiert mit y gegen Null. Das Integral 

COS* 4- / C08*4- 

2e/ 2 



wächst, wenn y gegen Null konvergiert, über aUe Grenzen^ 
aber die Differenz 

cos* -^ 
2 

konvergiert gegen NuU. Es ist daher 
(19) l^[F(Ä,f)-logl] = 0. 



Zweiter Abschnitt. 

Fnnktionentlieoretisclie üntersnchnng der rationalen 

Funktionen der Größen x und V7(^- 

§ 20. Die Biemannsche Fl&ohe. Bei unseren Unter- 
suchungen haben wir es fortwährend mit der irrationalen 
Größe 

s = v?(^ = yäo(^ — «i) (^ — «2) (^ - «3) (^ - «4) 

zu tun. Solange die Variable x auf reelle Werte beschränkt 
bleibt, hat es keine Schwierigkeit, das Vorzeichen der Größe s 
zu bestimmen. Wenn die vier Wurzeln a^ komplexe Größen 
sind, so können wir für einen speziellen Wert x das Vor- 
zeichen der Größe 5 nach Belieben wählen; es ist dann für 
alle Werte von x durch die Festsetzung bestimmt, daß die 
Größe 5 sich mit x nach der Stetigkeit ändert. Sind die 
Wurzeln a^ sämtlich oder wenigstens teilweise reell, so kann 
für jedes Intervall, das durch zwei reelle Wurzeln begrenzt ist^ 
das Vorzeichen der Größe s beliebig gewählt werden. Wesent- 
lich anders verhält sich die Sache, wenn wir auch komplexe 
Werte der Variabein x in Betracht ziehen. Um die Sachlage 
klar zu stellen, machen wir von dem Hilfsmittel der geo- 
metrischen Repräsentation Gebrauch. Wir setzen. Reelles und 
Imaginäres trennend 

x^ü^iY 

und repräsentieren in üblicher Weise die komplexe Variable x 
durch den Punkt einer festen Ebene, dessen kartesische Koor- 
dinaten die Werte X, Y besitzen*). Den Punkt bezeichnen wir 

*) Die Achsen nehmen wir in üblicher Weise so orientiert an, daß 
man im Sinn der wachsenden Abszissen fortschreitend die Richtung der 
wachsenden Ordinaten zur Linken hat. 
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durch denselben Buchstaben wie die komplexe Variable, deren 
Wert er repräsentiert. 

Wir wählen nun unter den beiden Werten der Größe 5, 
die einem bestimmten Wert x =^h entsprechen, einen aus — 
er möge mit ß bezeichnet werden — und lassen den Punkt x 
eine vom Punkt h ausgehende Kurve L durchlaufen, die sich 
nicht überkreuzt und durch keinen der vier Punkte a^ geht. 
Der Wert der Größe s ist für jeden Punkt der Kurve L ein- 
deutig durch die beiden Bedingungen bestimmt, daß sich die 
Größe s mit x nach der Stetigkeit ändert und daß sie im 
Anfangspunkt den Wert ß annimmt. 

Es ist also insbesondere der Wert y, den s im Endpunkt 
€ der Kurve L annimmt, eindeutig bestimmt. Man bezeichnet 
dieses Verfahren den Wert der Größe s im Punkt c zu be- 
stimmen, als analytische Fortsetzung der Funktion s längs der 
Kurve L*). Das Verfahren ist offenbar eindeutig umkehrbar: 
Wenn man vom Punkt c ausgehend den Anfangswert y längs 
der Kurve L analytisch fortsetzt, so erhält man im Punkt b 
den Endwert ß. Nehmen wir an, es seien zwei die Punkte h 
und c verbindende Kurven L und L' gegeben. Wenn die 
analytische Fortsetzung des Punktions wertes ß längs des Weges 
i' zu demselben Endwert führt wie die längs des Weges i, 
so wird die analytische Fortsetzung des Funktionswertes ß 
längs der geschlossenen Kurve, die sich aus den Wegen L 
und i' zusammensetzt, zum Anfangswert zurückführen. Führt 
dagegen die analytische Fortsetzung längs des Weges L im 
Punkt c zum Endwert y, die Fortsetzung längs des Weges L' 
zum Endwert — y, so führt die Fortsetzung längs des Weges 
LL' nicht zum Anfangs wert ß zurück, sondern zum Wert — • ß. 

Wir müssen nun zunächst feststellen, unter welchen Be- 
dingungen die analytische Fortsetzung der Funktion s längs 
einer in sich zurücklaufenden Kurve C zum Anfangswert zu- 
rückführt. Zu dem Zweck betrachten wir die vier Wurzel- 
funktionen Yx — a^ {y = 1, 2, 3, 4). Wir setzen 



♦) Vgl. F. Th., § 47. 
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Die absolaten Beträge 

sind eindeutig bestimmt. Die Arkuse 
9y == arc (x — a J 

sind nur bis auf ein Multiplum von 2x bestimmt; wenn aber 
der Wert einer jeden dieser vier Größen für einen Punkt b 
der Kurve C fixiert ist, so können sie 
mittelst des Prinzips der analytischen 
Fortsetzung für die ganze Kurve C ein- 
deutig definiert werden. Wenn die 
Kurve C den Punkt a^ nicht einschließt, ^.^ ^ ^^ ^ 

so ist der Endwert der Funktion (p^ 

gleich dem Anfangswert (s. Fig. 1); wenn dagegen der Punkt «^ 
innerhalb der Kurve C liegt, so ist der Endwert der Funktion q>^ 
um 2;r vom Anfangs wert verschieden (s. Fig. 2). Folglich ist 
im ersten Fall der Endwert der Funktion 

gleich dem AnfsEuigswert, im zweiten Fall dagegen ist er 

er besitzt also in diesem Fall das entgegengesetzte Vorzeichen 
wie der Anfengswert. 

Wir schließen hieraus: 

Die analytische Fortsetzung der Funktion 



längs der geschlossenen Kurve C führt zum Anfangswert zu- 
rück, wenn diese Kurve keinen von den Punkten a^ oder zwei 
derselben oder alle vier einschließt; dagegen ist der Endwert 
dem Anfangswert entgegengesetzt gleich, j^ ^ 

wenn die Kurve G einen oder drei der p^ 

Punkte a^ einschließt. «^ 

Wir verbinden nun die Punkte «^ cc ^' t ^ 
und «2 durch eine Kurve D, die Punkte «g ^^^ ^ 

und «4 durch eine Kurve D' (s. Fig. 3). 

Die mit den Einschnitten D, D' versehene Ebene bezeichnen 
wir mit E\ Wir unterscheiden die beiden Ränder der Linien 

Duröge-Maarer, elliptlflche Fxmktionen. 5. Aafl. 5 
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2) und D' als + Rand und — Rand der Art, daß ein positiver 
Umlauf um den Punkt a^ vom + Rand auf den — Rand von D, 
und ein positiver Umlauf um den Punkt a^ vom + Rand auf 
den — Rand von D' fuhrt*). Eine in sich zurücklaufende 
Kurve, die innerhalb der Fläche E' verläuft, also keine der 
beiden Linien D, D' überschreitet, kann nur eine gerade Anzahl 
der Punkte a^ einschließen. Daraus folgt: 

Ziehen wir nur Wege in Betracht, die innerhalb 
der Fläche jB' verlaufen, so führt die analytische Fort- 
setzung der Funktion s längs zweier Wege, die die- 
selben Punkte h und c verbinden, zu demselben 
Endwert. 

Die Funktion s ist demnach für die Fläche E eindeutig 
definiert, so bald ihr Wert für einen bestimmten Punkt h der- 
selben fixiert ist. Je nachdem wir den einen oder den andern 
der beiden Werte, die dem Punkt h zugeordnet sind, als 
Anfangswert wählen, erhalten wir zwei verschiedene Funktionen 
s^ und s^. 

Die Werte, die die Funktionen s^ und s^ zu beiden Seiten 
der Linien D und D' annehmen, besitzen ent- 
gegengesetzte Vorzeichen, denn man kann sie 
durch eine in sich zurücklaufende Kurve ver- 
^"^ binden, die einen der beiden Endpunkte der be- 

Fig 4. ... . 

trefifenden Linie einschließt (s. Fig. 4). 
Die Werte, die die Funktion s^ in gegenüberliegenden 
Punkten auf den Rändern der Linien D und D' annimmt, be- 
zeichnen wir kurz mit öv, beziehungsweise s^. Zwischen diesen 
Werten bestehen die Beziehungen 

Wir legen nun zwei Exemplare der Ebene JB' aufeinander 
und ordnen den Punkten des oberen Blattes E\ die Werte der 




*) Wenn ein Punkt eine geschlossene Kurve in dem Sinn durch- 
läuft, daß die eingeschlossene Fläche zur Linken liegt, so sagt man, 
der Punkt durchlaufe die Kurve im positiven Sinn. Dementsprechend 
sagt man, ein Punkt führe einen positiven Umlauf um einen Punkt h 
aus, wenn er eine den Punkt h einschließende Kurve im positiven Sinn 
durchläuft. 
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Funktion 5^, den Punkten des unteren Blattes E'^ die Werte 
der Funktion s^ zu. Sodann schneiden wir jedes Blatt längs 
der Kurven D und D' auf und heften den + Rand der im 
Blatte jBj liegenden Kurve D^ an den — Rand der in K^ liegen- 
den Kurve Dg ^^^ ^®^ — Rand der Kurve D^ an den + Rand 
von Dg. Dementsprechend wird der +Rand der Kurve DJ an 
den •— Rand von D', und der — Rand von D^' an den + Rand 
von Dj geheftet. Auf diese Weise entsteht eine unbegrenzte 
zweiblättrige Fläche T; man bezeichnet sie als Riemannsche 
Fläche. Die Linien D und D', längs deren die beiden Blätter 
der Fläche T aneinander geheftet sind, bezeichnet man als 
„Übergangslinien" oder auch als „Doppellinien", die Punkte a^ 
als „Verzweigungspunkte". 

Die beiden Blätter der Riemannschen Fläche haben nur 
die Verzweigungspunkte cc^ gemein; längs der Doppellinien 
durchsetzen sie sich gegenseitig, ohne daß sie, von den Punkten a^ 
abgesehen, Punkte gemein haben. Durch ein materielles Modell 
lassen sich diese Zusammenhangsverhältnisse nicht vollkommen 
versinnlichen. 

Die Werte der Funktion s sind den Punkten der Riemann- 
schen Fläche eindeutig zugeordnet und, sofern die Variable x 
auf endliche Werte beschränkt bleibt, ist die Funktion s über- 
all stetig. 

Damit ein Punkt der Fläche T eindeutig bestimmt ist, 
muß außer dem Wert der Variabein x auch noch der Wert der 
zugehörigen Variabein s gegeben sein. Einen Punkt, dem die 
Werte x ^ c, s => y zugeordnet sind, bezeichnen wir kurz als 
Punkt (c, y). 

Anstatt die Werte der komplexen Variabein x durch die 
Punkte einer Ebene geometrisch zu repräsentieren, können wir 
sie auch den Punkten einer Kugel zuordnen.*) Zu dem Zweck 
beschreiben wir um den Nullpunkt der aj- Ebene mit dem 
Radius 1 eine Kugel und projizieren die rc-Ebene von dem 
einen Endpunkt des Durchmessers aus, der auf ihr senkrecht 
steht, stereographiscb auf die Kugel. Jedem Punkt der Kugel 
wird derselbe Wert der komplexen Variabein x zugeordnet. 



•) Vgl. F. Th. § 16. 
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wie dem entsprechönden Punkt der a;- Ebene. Dem unendlich 
fernen Gebiet der ^- Ebene entspricht anf der Kngel ein Pimktj 
nämUeh der Pol, von dem ans projiziert wird. Wenn man 
znr geometrischen Repräsentation die Kngel benutzt ^ so ge- 
winnt demnach die in der Funktionentheorie übliche Bezeich- 
nnDg jjiineudlich ferner Ponkt'^ eine durchans anschauliche 
Bedeutung. 

Der zweiblättrigen Rie mannseben Fläche T entspricht 
eine zweiblättrige Eugelfläche, die Riemannsche Kugel. 

Auf dieser Kugel können wir^ ohne daß sich irgend etwas 
wesentliches ändert^ einen der Verzw ei gungs punkte in den Pol, 
der dem unendlich fernen Punkt der a?- Ebene entspricht^ 
rücken lassen. Der Grenzfallj daß einer der Verzweigimga- 
werte unendlich groß wird, bietet also keine wesentliche Be- 
sonderheit. 

§ 21. Did der WeierBtraBBcheu Normalform 
entsprechende Biemaunsclie Fläche, Bei den folgenden 
Betrachtungen gehen wir von der Weierstraß sehen Normal- 
form (§ 7) 

(1) s^ — Ax^—g^x —g^^ 4{x ~ e^) (x -e^){x- e^ 
aus. In diesem Falle ist einer der Verzweigungs werte unend- 
lich groß. 

Mit der Riemannschen Fläche, die der Gleichung (1) 
entspricht, haben wir es im folgenden fortwährend zu tun^ 
wir wollen deshalb von einer ganz bestimmten Vorstellung 
ausgehen. 

Die Übergangslinien Z> und D' nehmen wir geradlinig an. 

Die Linie !>' verbinde die beiden Punkte e^ und ty^ die Linie 

.^ D gehe vom Punkt e^ aus ins unendliche, 

x/^ ihre Richtung falle mit der Richtung des 

^ Ä, ^ »- Yektors zusammen , der vom Punkt e^ aus 

zum Punkt e^ fülirt (Fig, 5). Bezüglich 

der Bezeichnung der Ränder der Übergangs- 

Hiiien woUen wir festsetzen: ein positiver Umlauf um den 

Punkt e^ und ein positiver Umlauf um den Punkt e^ führe 

vom + Rand auf den — Rand der betreffenden Übergangslinie. 

Wenn die Verzweigungspunkte auf einer Geraden liegen^ 



Fig. 4, 
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SO bezeichnen wir mit €2 den mittleren derselben. Insbesondere 
setzen wir, wenn sie reell sind, wieder 

voraus. Die Übergangslinien fallen in diesem Falle in die 
Achse der reellen Zahlen, ihre positiven Ränder liegen auf der 
Seite der wachsenden Ordinaten. 

Um die Funktionszweige Sj und s^ eindeutig zu definieren, 
setzen wir fest: im Falle reeller Verzweigungswerte sei längs 
des + Randes der Übergangslinie D s^ positiv, «3 negativ. Wir 
wollen för diesen Fall die Zuordnung der Funktionswerte zu 
den Punkten der Rie mann sehen Fläche genauer verfolgen. 
Wir setzen. Reelles und Imaginäres trennend 

x^X + iY, 5= U + iV, 
Aus (1) folgt 

(2) U'^V'^ AX'-g^X-g, - 12XY^ 
und 

(3) 2ür=^ (12X2 - 4 r« - g2)Y. 

Das Produkt UV verschwindet längs der Abszissenachse 
und längs der Hyperbel, deren Gleichung 

iX'-Y'^y, 

ist und zwar gilt dies für beide Blätter der Riemann sehen 
Fläche. Längs der Übergangslinien e^ + oo und e^e^ ist 5 reell, 
also F = 0. Längs der Abschnitte — 00 e^ und ^g e^ der 
Abszissenachse ist f/ = 0. Die Punkte, in denen die Hyperbel 
die Abszissenachse schneidet, sind durch die Gleichung 

SX'-{g,^0 

bestimmt; der eine derselben liegt zwischen den Punkten e^ 
und e^, der andere zwischen den Punkten e^ und ^; im ersten 
Punkt ist daher f7==0, im letzteren F= 0. Daher muß auf 
dem ganzen Ast der Hyperbel, der durch den ersten Punkt 
geht, ü=0, und auf dem Ast, der durch den zweiten Punkt 
geht, F = sein. Es ergibt sich dies sofort aus der Be- 
merkung, daß in keinem Punkt der Hyperbel die beiden 
Großen ü und F verschwinden, und daß in jedem Punkt der- 
selben eine dieser Größen versehwindet. 
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Die Größen U und V haben — wie aus (3) hervorgeht 
— in den Punkten, die gleichzeitig im Innern der positiven 
Halbebene und im Innern der Hyperbel liegen das gleiche 
Vorzeichen, ebenso in den Punkten, die gleichzeitig in der 
negativen Halbebene und außerhalb der Hyperbel liegen. In 

den übrigen Teilen 



Vne^aMi/ 



VposUiv 



ZTpasitLo 



der Fläche T haben 
sie entgegengesetzte 
VposUiu Vorzeichen. 

In der neben- 

~^f ^^ stellenden Figur sind 

UTve^atU/ die Vorzeichen, die 

die Größen C/, V 

Vpositiv im oberen Blatt der 

Fläche T besitzen, 

eingetragen. 

Für den Fall, daß die Verzweigungswerte e^ komplex sind, 
bemerken wir zunächst: längs der Doppellinie D sind die 
Quotienten 

^ und 

reell und positiv, der Quotient 



TZposUw 

T\positi^ 

Fig. 6. 



konvergiert gegen 1, wenn der Punkt x ins Unendliche rückt. 
Folglich konvergiert der kleinste Wert der Funktion 



arc 



(a; — e,)(a; — e,) {x — e^) 



«arcr^-A.^Ji.(^:=A)n 
L^i — eg x — Cj^ Vej — ej J 



gegen Null. Wir können deshalb festsetzen: 

Rückt der Punkt x im oberen Blatt längs D ins Unend- 
liche, so ist 

lim arc . — - - — ^ 3 = 2mn, 

WO m eine ganze Zahl bedeutet. 

Das Vorzeichen von j/^i — e^ kann beliebig gewählt werden. 
Wir wollen festsetzen, es sei 

-|-<arcy^^8 ^-f-, 
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es sei also der reelle Teil der Wurzel, wenn er nicht ver- 
schwindet, positiv. Wenn er verschwindet, so sei die Wurzel 
positiv imaginär. 

Nachdem dies festgesetzt ist, ist das Vorzeichen von s auf 
Grund des Prinzips der analytischen Fortsetzung für die ganze 
Fläche T eindeutig bestimmt. 

Einer späteren Anwendung wegen fügen wir noch die 
folgende Bemerkung hinzu: gehen wir im unteren Blatt auf 
einem Halbkreis, dessen 
Mittelpunkt auf der 
Strecke e^e^^ liegt und 
dessen Radius sehr groß 
ist, von einem Punkt 

+ Fig. 7. 

des Randes D zu einem 

Punkt des Vektors L über, der vom Punkt e^ aus in der 
Richtung e^e^ ins Unendliche läuft (s. die nebenstehende Figur), 
sb wächst jede der Größen 

arc {x -r- e^) und arc (x — e^) 

um :i:, die Zunahme von arc (x — e^) ist nur wenig von 7t ver- 

schieden. Folglich wächst arc 5 nahezu um — . Daraus folgt: 

Rückt der Punkt a; im unteren Blatt längs des Vektors L ins 
Unendliche, so gilt die Gleichung 




^OJ 



lim arc 



0^%» = ^"" + '^^' 



wo m eine ganze Zahl bedeutet. 

Diese Bestimmung steht im Einklang mit der für reelle 
Verzweigungspunkte getroflfenen. 

§ 22. Über die Funktionen, die auf der Fläche T 
einwertig sind. Bezeichnen wir mit Ä und B einwertige 
Funktionen der komplexen Variabein x. Die Werte der 
Funktion 

(1) F^Ä + Bs 

sind den Punkten der Fläche T eindeutig zugeordnet; man 
bezeichnet deswegen F als einwertige Funktion des Orts in 
der Fläche T. 
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Umgekehrfc läßt sich jede einwertige Funktion des Ortes 
in der Fläche T in der Form (1) djirsteüen. 

Um dies zu he weisen j repräsentieren wir die Werte der 
komplexen Variabeln x außer durch die Punkte der zweiblättiügen 
Fläche T auch noch durch die Punkte der einfViehen Ebene E. 
Die sich deckenden Funkte der Ftäctie T^ die demselben Punkt 
der Ebene E entsprecheiiy utiterscheideu wir als Punkte [x^ s^) 
und {Xj Sg), Die Werte, die die Funktit>n F in diesen beiden 
Punkten amiimmt, bezeichneu wir mit F^ und F.j.. Wir setzen 



(ß) 



F, + F,^2A, 



Ä 



Eeachreibt der Punkt x in der Ebene E einen in sidi 
zurücklaufenden Weg^ so beschreibt entweder jeder der beiden 
Punkte {x^ s^) oud {x^ s^) in der Fläche T ebenfalls einen in 
sieh zurücklaufenden Weg^ oder der Punkt (x, s^) gelangt nach 
(Xf s^) und der Punkt (Xj s^) gelangt nach (Xj s{). Im ersten 
Fall kehrt eine jede der Funktionen F^j F^j s^f s^ ^u ihrem 
Änfaugswert zurückj im letzteren Falle ist der Endwert Ton F^ 
gleich dem Anfangs wert von F^ und vice versa und ebenso 
vertauschen sich die Werte s^ und Sg. Folglich kehlten die 
Funktionen Ä und B auf jeden Fall zu ihren Anfangswerten 
zurück; sie sind also einwertige Funktionen der Variaheln X- 

Aus (2) folgtj weil s^ + s^^O iat^ 

Fi^Ä + Bs,, F^^Ä + Bs^, 
w. z. b. w. 

Bezeichnen wir mit Xq einen Wert der VariabeLn Xj der 
mit keinem der Verzweigunga werte zusammenfällt^ nnd mit o 
einen der beiden Punkte der Fläche T, die diesem Wert ent- 
sprechen. Um den Punkt o legen wir einen Kreis Kj der 
durch den nächsten Yerzwcignngsp unkt der Fläche T geht. Inner- 
halb K ist F einwertige Funktion der Vfiriabeln x. Daher läßt 
sich die Funktion Fy wenn sie sich ira Punkt o regulär verhält, 
in der Umgebung dieses Punktes in eine Taylor sehe Reihe 

F=^c^ + €i(x - Xq) + c^{x - Xof +-^ 
entwickeln*) Ist in der Reihe der Koeffizienten 



I 



•) Ygl. r. Th. § 26. 
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c^ der erste, der nicht verschwindet, so wird im Punkt o der 
Quotient 



weder Null noch unendlich. Man sagt in diesem Fall: die 
Funktion F wird im Punkt o Null zur n-ten Ordnung. 

Wird die Funktion F im Punkt o unstetig, so läßt sie 
sich in der Umgehung dieses Punktes durch eine Laurent sehe 
Reihe*) 

F=^Cq + c^{x- Xq) + c^{x — XqY + • • • 

_|- -^-1 I ^-« _!-.. . . 

X Xq {X Xq) 

darstellen. Man bezeichnet den Punkt o als einen Pol oder 
als einen wesentlich singulären Punkt der Funktion F, je 
nachdem die vorstehende Reihe eine endliche oder unendliche 
Anzahl von negativen Potenzen enthält. Bricht im ersten 
Fall die Reihe der Koeffizienten 

mit dem Koeffizienten c_„ ab, so wird das Produkt 

(x - XoYF 

im Punkt o weder Null noch unendlich. Man sagt in diesem 
Falle, die Funktion F wird im Punkt o zur w-ten Ordnung 
unendlich. 

§ 28. Beiheuentwicklungen für die Umgebung der 
Verzweigungspiinkte. Wenn der Punkt o der Riemann- 
schen Fläche mit keinem der Verzweigungspunkte zusammen- 
fällt, so kann man um ihn einen Kreis beschreiben, der aus 
der Fläche T eine schlichte (einblättrige) B^reisfläche heraus- 
schneidet; wenn dagegen der Punkt o in einen der Ver- 
zweigungspunkte fällt, so triflft das nicht mehr zu. Darauf 
beruht es, daß im ersten Falle die Reihenentwicklungen, 
die fiir einwertige Funktionen gelten, anwendbar bleiben, im 
letzteren nicht. 

Ein vom Verzweigungspunkt e^ ausgehender Vektor wird 
durch eine Drehung um 360® nicht in die Anfangslage zurück- 

♦) Vgl. F. Th: § 27. 
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gebracht, sondern er gelangt, die Doppellinie, die im Punkt e^ 
endigt, überschreitend, in das andere Blatt der Fläche T. Erst 
nach einer Drehung um 720® kehrt er in die Anfangslage 
zurück. 

Auf dem beweglichen Vektor grenzen wir eine Strecke ab, 
die kleiner als die Entfernung des Punktes e^ vom nächsten 
Verzweigungspunkt ist. 

Das abgeschnittene Stück des Vektors überstreicht bei 
der Drehung um 720® eine zweiblättrige Kreisfläche; man be- 
zeichnet sie als „Windungsfläche'^ W. Diese Windungsfläche 
läßt sich leicht auf eine schlichte Kreisfläche abbilden. Zu 
dem Zweck setzen wir 
(1) x — e^=^ re^\ 

(2) y^y^^:^^^^e'^\ 

Der Arkus -O- ist durch die vorstehende Gleichung nur bis 
auf ein Multiplum von % bestimmt; wir wollen festsetzen, dem 
Werte ^ = entspreche der Wert 'ö' = 0. Es ist somit 

(3) ^^ Q^Vr, ^ = H 

Überstreicht der Radius Vektor r nacheinander die beiden 
Blätter der Windungsfläche W, so überstreicht der Radius 
Vektor q die Fläche eines Kreises um den Nullpunkt der 
y- Ebene. Die Windungsfläche W wird demnach eindeutig auf 
eine schlichte Kreisfläche K abgebildet. 

Eine jede Funktion 

F^A + Bs, 

deren Werte den Punkten der Windungsfläche eindeutig zu- 
geordnet sind, ist auch für die Kreisfläche K eindeutig definiert. 
Daraus folgt: wenn die Funktion F im Punkt e^ stetig 
ist, so läßt sie sich in eine nach steigenden Potenzen der Größe 

fortschreitende Reihe entwickeln. Wird die Funktion F im 
Punkt 6y unstetig, so tritt an Stelle dieser Reihenentwicklung 
eine nach auf- und absteigenden Potenzen von y fortschreitende 
Laurentsche Reihe. 

Wir bezeichnen den Verzweigungspunkt e^ als Nullpunkt 
w-ter Ordnung der Punktion JP, wenn F als Funktion von y 
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betrachtet für y = zur w-ten Ordnung Null wird. Dem- 
entsprechend bezeichnen wir den Punkt e^ als Pol n-ter Ord- 
nung; wenn F als Funktion der Variabein y betrachtet für 
y = zur w-ten Ordnung unendlich wird. 

Wir müssen an dieser Stelle auf einen wesentlichen Unter- 
schied aufmerksam machen, der zwischen den einwertigen 
Funktionen einer Variabein und den in der Fläche T einwertigen 
Funktionen besteht. 

Wenn eine einwertige Funktion einer Variabein in einem 
bestimmten Punkt stetig ist, so gilt dasselbe für ihre sämtlichen 
Derivierten. Dieser Satz gilt für Funktionen, die in der 
Fläche T einwertig sind, nur insoweit es sich um gewöhnliche 
Punkte der Fläche T handelt, für die im Endlichen liegenden 
Verzweigungspunkte e^ gilt er nicht. 

Da die Funktion F in der Umgebung des Verzweigungs- 
punktes e^ als einwertige Funktion der Variahein 



y 


f = ya; 


-% 






betrachtet werden kann, so 


folgt aus der 


Stetigkeit 


der Funktion 


die Stetigkeit der Derivierten 








dl 


d^F 


d^F 






äy' 


dy^' 


dy^ 






Dagegen werden die Derivierten 








dF 


d^F 


d^F 






dx' 


ITx^' 


dx^ 







wenigstens von einer bestimmten Ordnung an unstetig. Wenn 

der Diflferentialquotient 

dF 
dy 

für y = nicht verschwindet, so wird der Diflferentialquotient 

dF 1 dF 
dx 2y dy 

in 6y zur ersten Ordnung unendlich. 

Für das unendlich ferne Gebiet gelten ganz analoge Über- 
legungen. Es wird das sofort klar, wenn man sich zur geo- 
metrischen Repräsentation statt der ebenen Riemannschen 
Fläche der Riemannschen Kugel bedient. 



76 § 23. Reihenentwicklungen f. d. Umgebung d. Verzweignngspnnkte. 

Wenn an Stelle des Verzweigungspunktes e^ der unendlich 
ferne Punkt tritt, so treten an Stelle der Gleichungen (1) bis 

(3) die folgenden 

(4) X = re^*y 

(5) i, = -|/l = 9e'* 

Für den unendlich fernen Punkt stellen wir die folgenden 
Definitionen auf: Die Funktion F heißt stetig im unendlich 
fernen Punkt der Fläche T, wenn sie als Funktion der 
Variabein y betrachtet für y = stetig ist. 

Der unendlich ferne Punkt wird als Nullpunkt oder als 
Pol n-iQ! Ordnung der Funktion F bezeichnet, wenn F als Funk- 
tion der Variabein y betrachtet für y = zur n-ten Ordnung 
Null beziehungsweise unendlich wird. 

Wenn die Funktion F im unendlich fernen Punkt der 
Fläche T stetig ist, so läßt sie sich in der Umgebung dieses 
Punktes durch eine nach steigenden Potenzen der Größe 



n 



fortschreitende Reihe darstellen; wird sie in diesem Punkt un- 
stetig, so tritt an Stelle dieser Reihe eine Laurent sehe Reihe^ 
die nach auf- und absteigenden Potenzen der genannten Größe 
fortschreitet. Je nachdem die Anzahl der positiven Potenzen 
von yx, die in der Reihenentwicklung vorkommen, endlich 
oder unendlich ist, wird der unendlich ferne Punkt als Pol 
oder als wesentlich singulärer Punkt bezeichnet. 

Wenn die Funktion F im unendlich fernen Punkt stetig 
ist, so gilt dasselbe für ihre sämtlichen Derivierten; die erste 
Derivierte verschwindet mindestens zur dritten Ordnung, die 
M-te Derivierte mindestens zur Ordnung 2n + 1. 

Man überzeugt sich hiervon, indem man die Reihe 

die die Funktion in der Umgebung des unendlich fernen Punktes 
darstellt, gliedweise diflferenziert. 
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§ 24. Die gansen rationalen Funktionen der 
Fl&che T. Es sei 
(1) F^A + Bs 

eine in der Fläche T einwertige Funktion, die nur eine end- 
liche Anzahl von Polen aber keinen wesentlich singulären 
Punkt besitzt. Wir bezeichnen wie oben mit jF^, F^ die Werte, 
die sie in sich deckenden Punkten der Fläche T annimmt. 
Die Funktionen 

sind einwertige Funktionen der Variabein x (§ 22), die nur 
eine endliche Anzahl von Polen aber keinen wesentlich singu- 
lären Punkt besitzen, sie sind folglich rationale Funktionen 
der Variabein x,^) Man bezeichnet deshalb F als „rationale 
Funktion der Fläche T". 

Nehmen wir an, die Funktion F bleibe im Endlichen 
überall stetig. Unter dieser Voraussetzung bleibt auch die 
Funktion A im Endlichen überall stetig, folglich ist A eine 
ganze rationale Funktion der Variabein x. 

Die DiflFerenz F^ — F^ bleibt ebenfalls im Endlichen über- 
all stetig; wir schließen daraus, daß die Funktion B im End- 
lichen höchstens in den Verzweigungspunkten unstetig werden 
kann und zwar kann sie im Punkt e^ höchstens zur ersten Ord- 
nung, also wie die Funktion 

Konst. 



Vx — e^ 

unendlich werden. Als rationale Funktion der Variabein x 
muß aber die Punktion B, wenn sie überhaupt unstetig wird, 
mindestens wie die Funktion 

Konst. 

also zur zweiten Ordnung unendlich werden. Daraus folgt: 

Die Funktion B bleibt in den Verzweigungspunkten e^ 
stetig, ist also ebenfalls eine ganze rationale Funktion der 
Variabein x. 



•) F. Th. § 28 Schluß. 
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Wenn die in der Fläche T einwertige Funktion F im 
Endlichen nirgends unstetig wird und im Unendlichen höch- 
stens eine polare ünstetigkeit besitzt, so sind demnach die in 
der Gleichung (1) vorkommenden Größen Ä und B ganze 
rationale Funktionen der Variabein x. 

Man bezeichnet in diesem Falle F als ganze rationale 
Funktion der Fläche T. 

Die Ordnung, zu der die ganze rationale Funktion F im 
unendlich fernen Punkt der Fläche T unendlich wird, be- 
zeichnet man als Ordnung der ganzen Funktion F. 

Die Anzahl der Nullpunkte einer ganzen ratio- 
nalen Funktion F ist gleich ihrer Ordnungszahl. 

Bei der Abzahlung ist ein Nullpunkt der Ordnung Je als 
k einfachen Nullpunkten äquivalent zu betrachten. 

Um den ausgesprochenen Satz zu beweisen, bezeichnen 
wir die Ordnung der Funktion F mit n, die Grade der ganzen 
Funktionen Ä, B der Variabein x mit A, {i. Die Zahl n ist 
gleich der größeren der beiden Zahlen 2X und 2ft + 3. 

Wir setzen zunächst voraus, die beiden ganzen Funktionen 
A und B besitzen keinen gemeinschaftlichen Teiler. 

Die Werte der Variabein Xy für die die Funktion F ver- 
schwindet, sind durch die Gleichung 
(2) A^ - B^s^ = 

bestimmt, deren Grad = n ist. Einer A;-fachen Wurzel x^ der 
Gleichung (2) entspricht in der Fläche T ein Ä-facher Null- 
punkt der Funktion F, Das Blatt der Fläche, auf dem er 
liegt, ist durch die Gleichung 

Aix^) + J?(rri) .8 = 
bestimmt. Die Anzahl der Nullpunkte der Funktion F ist 
also in diesem Falle in der Tat gleich dem Grad n der 
Gleichung (2). 

Nehmen wir nun an, die Funktionen A und B besitzen 
einen gemeinschaftlichen Divisor 2) vom Grade v und setzen wir 
A^DÄ, B=^DB\ 

Die Funktion A ist vom Grade A — v, die Funktion B' 
vom Grade /ti — v, folglich ist die Ordnung der Funktion 

r^A+B's 
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= w — 2i/; ebenso groß ist die Anzahl ihrer einfachen Null- 
punkte. Einer fc- fachen Wurzel der Gleichung 

2) = 
entsprechen in der Fläche T zwei Ä- fache Nullpunkte der 
Funktion 

nämlich auf jedem Blatt der Fläche einer. Die Anzahl der 
Nullpunkte ist daher 

(w — 2v) -\- 2v = fij w. z. b. w. 

Die Anzahl der verfügbaren Konstanten, von denen die 
Funktion F abhängt, ist um zwei Einheiten größer als die 
Summe der Gradzahlen der ganzen Funktionen A und JB, 
also =^ l + fi + 2. Die Zahl ist gleich der Ordnungszahl w, 
wenn /t = A — 1 oder = A — 2 ist, andernfalls ist sie < n. 
Die Lage der Nullpunkte der Funktion F hängt nur von den 
Verhältnissen dieser Konstanten also höchstens von n — 1 ver- 
fügbaren Parametern ab. Daher können von den n Null- 
punkten der ganzen rationalen Funktion w-ter Ordnung F nur 
w — 1 vorgeschrieben werden; der n-ie ist durch die übrigen 
bestimmt. 

Es hat keine Schwierigkeit, die zwischen den Nullpunkten 
bestehende Relation nachzuweisen. Der Kürze halber wollen 
wir uns dabei auf den Fall beschränken, daß die Funktion 
von gerader Ordnung (w = 2 m) ist und daß sie nur einfache 
Nullpunkte besitzt. In diesem Falle läßt sich die Funktion F 
in der Form 

darstellen, wo CqC^c^ . . . , ^o^i^'s • • • verfügbare Konstante be- 
deuten. Die Funktion verschwinde in den Punkten (6^, ß^) 
(,» - 1, 2, . . . 2m). 

Durch Elimination der Koeffizienten erhalten wir die 
Gleichung 



(3) 



h hl • 


•• K ßi hßt K /S, • 
•• K ßi hßi &2 ßi • 


■ K~'ß^ 


hm &L • 


■• Kmßimhmßimhl^ßim ' 


■• Km'ßim 
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Es ist einleuchtend^ daß diese Bedingung nicht nur not- 
wendig, sondern auch hinreichend ist, damit es eine ganze 
Funktion gibt, die in den 2m Punkten (&^, ß^) verschwindet. 

Der Fall, daß Nullpunkte höherer Ordnung auftreten, 
läßt sich als Grenzfall betrachten. Nehmen wir beispielsweise 
an, der Punkt (63, ß^) nähere sich unbegrenzt dem Punkt (fc^, /SJ. 
Um die entsprechende Bedingungsgleichung zu erhalten, sub- 
trahieren wir die Elemente der ersten Zeile der vorstehenden 
Determinante von denen der zweiten und dividieren dann durch 
62 — &i . Lassen wir dann feg — h^ gegen Null konvergieren, sq 
erhalten die Elemente der zweiten Zeile die Werte 

0, 1,26,, -, mb-r\ ß\, ß, + hß„ •••, im-2)b'r'ß^ + h'r'ßy 

Hier bedeutet ß\ den Wert, den die Derivierte 

, ds 

dx 
im Punkt (61, ft) annimmt. 

In analoger Weise hat man zu verfahren, wenn sich 
mehrere Nullpunkte zu einem Nullpunkt höherer Ordnung 
vereinigen. 

Die Ordnung der ganzen Funktion 

F^A + Bs 

ist, wenn die Funktion B nicht identisch verschwindet, min- 
destens = 3. Wenn die Funktion B identisch verschwindet 
und die Funktion A vom ersten Grad ist, so ist die Ordnung = 2. 

Es gibt somit keine ganze rationale Funktion der 
Fläche T von der ersten Ordnung und jede ganze 
Funktion zweiter Ordnung ist eine lineare Funktion 
der Variabein x. 

Wir ziehen aus unseren Betrachtungen noch den Schluß: 

Es gibt keine in der Fläche T einwertige Funk- 
tion, die überall — im Endlichen und im Unendlichen 
— stetig ist. 

Eine derartige Funktion müßte nämlich, weil sie im End- 
lichen überall stetig ist und im Unendlichen keine wesentlich 
singulare Stelle besitzt, eine ganze rationale Funktion der 
Fläche T sein. Aber jede ganze rationale Funktion wird im 
Unendlichen mindestens zur zweiten Ordnung unendlich. 
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§ 25. Die gebrochenen rationalen Funktionen 
der Fl&che T. Eine jede rationale Funktion F der Fläche T 
JSßt sich, wie wir gesehen haben, in der Form 

F=^A + Bs 

darstellen, wo Ä und B rationale Funktionen der Variabein x 
bedeuten. Wir bezeichnen den gemeinschaftlichen Nenner 
dieser beiden Funktionen mit N und setzen 

jp C + Ds 

wo nun C, D, N ganze rationale Funktionen der Variabein x 
bedeuten. Wir bezeichnen die Ordnung der im Zähler stehenden 
ganzen Funktion 

Z^C + Ds 

mit ft, den Grad der ganzen Funktion N der Variabein x 
mit V, 

Jeder Wurzel der Gleichung ^ = entsprechen in der 
Fläche T zwei einander deckende Punkte*). Der Zähler von F 
verschwindet somit in [i Punkten der FBlche T, der Nenner 
in 2v Punkten. Es sei A die Anzahl der gemeinschaftlichen 
NuUpunkte des ZäMers und des Nenners. 

Die Zahl X kann nicht größer sein als die Zahl v. Wäre 
nätmlich A > v, so müßten xmter den gemeinschaftlichen Null- 
punkten zwei sich deckende Punkte der Fläche T vorkommen, 
es müßten daher für einen Wert der Variabein die drei Funk- 
tionen 

C + Ds, C-Dsy N, 

also auch die drei Funktionen 

C, D, N 

gleichzeitig verschwinden. Ein gemeinsamer Faktor dieser 
Funktionen kann aber weggehoben werden. 

In den ft — A Nullpunkten des Zählers, die nach Aus- 
scheidung der gemeinschaftlichen Nullpunkte von Zahler und 
Nenner übrig bleiben, verschwindet die Funktion F zur ersten 



•) Wenn ein Nullpnnkt des Nenners in den Verzweigungspunkt e^ 
fällt, 80 ist er doppelt zu zählen^ weil in diesem Punkt ^x — e^ zur ersten, 
also X — Cy zur zweiten Ordnung verschwindet (vgl. § 23). 

Duröge«Maurer, elliptisclie Funktionen. 5. Aufl. 6 



82 § 25. Die ^brochenen ntioiiakn Funktionell d6f fläche T 

Ordnung, ia den 2 1^ — A übrig bleibenden Nullpunkteii des 
Nenners wird sie zur ersten Ordnung unendlich. 

Im unendlich fernen Punkt wird der 2^hler zixr Ordnung ^, 
der Nenner znx Ordaung 2v unendlicL Ist ii^2tf, so wird 
die Funktion F im Unendlichen weder Null noeb unendlich, 
in diesem Falle liegen im Endliehen gleichviel XiiUpunkte 
und Unstetigkeitsp unkte der Funktion. 

Ist ^ > 2vf so wird die Funktion im Unendlichen 2;ttr 
Ordnui^ fi — 2v unendlich , ist ^ <2t'j so wird sie im TJn- 
endlicben Null zur Ordnung 2v — /(*.. 

Im ersteren Falle tritt zu den im Endlichen liegenden 
2v — l Polen noch ein ^ — 2v'facher Pol im Unendlichen 
hinzu, im letzteren Fall tritt zn den jt — A im Endlichen 
liegenden Nullpunkten noch der 2*^ — u-fache Nullpunkt im 
Unendlichen hinzu. Auf jeden Fall ist somit die Anzahl der 
einfachen Nullpunkte der Funktion F gleich der Anzahl der 
einfachen Unstetigkeitspunkte. 

Diese Anzahl bezeichnet mau als ,,Ordnung" der rationalen 
Funktion F der Fläche T. 

Die Funktion F— Konst. besitzt dieselben Unstetigkeits- 
punkte wie die Funktion F^ also auch dieselbe Anzahl der 
Nullpunkte. Daraus folgt: 

Eine rationale Funktion der Fläche T nimmt jeden 
vorgeschriebenen Wert iu so viel Punkten an, als 
ihre Ordnungszahl angibt. 

Die ganze Funktion jt-ter Ordnung C + Ds hängt^ wie im 
vorigen Paragraphen nachgewiesen worden iat^ von ^ verfüg- 
baren Konstanten ab, die ganze Funktion 3^ der Variabein x 
von V + 1 Konstanten. Zwischen diesen Konstanten bestehen 
aber, weil nach Voraussetzung die Furürtionen C -\- Ds und 
N l Nullpunkte gemein haben , A Relationen und zwar be- 
ziehen sich diese Relationen auf die Verhältnisse der ft + 1^ + 1 
Konatantenj von diesen Verhältnissen bleiben also nur ^ + r — A 
verfügbar. Die Funktion F hangt nur von den Verhältnissen 
der in Bede stehenden Konstanten, also von 

k' ^ ^ + V — A 

verfügbaren Parametern ab. 
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Wenn ^^2v ist, so ist die Ordnung der Funktion F 

n = ^ — Ij 
folglich 

n' - 2n - (/[i - 2v) - (v - A) 
also wegen v'^X 

ri £ 2n. 

Wenn fi<C2v ist, so ist die Ordnung der Funktion F 

n^2v — k 
folglich 

w' == 2w - {2v — ft) - (v - A). 

Es ist also auch in diesem Falle 

n ^ 2w. 

Die Anzahl der verfügbaren Parameter, von denen die 
Funktion F abhängt, ist also höchstens doppelt so groB, als 
ihre Ordnungszahl n. Die Lage der Nullpunkte und Un- 
stetigkeitspunkte hängt nur von den Verhältoissen dieser Para- 
meter ab, also nur von 2n — 1 Parametern. Zwischen den 
2n Punkten, in denen die Funktion F verschwindet und un- 
stetig wird, muß demnach eine Relation bestehen. 

Wir wollen diese Relation für den Fall feststellen, daß 
die Funktion F nur einfache Nullpunkte und ünstetigkeits- 
punkte besitzt und daß alle diese Punkte im Endlichen liegen. 
Nehmen wir an, die Funktion F werde in den Punkten 

(1) K;«i); («2, «2); •••, K;0 
unendlich und sie verschwinde in den Punkten 

(2) (iußt), ih,ß,), •••, {K,ßn)- 
Wir haben in diesem Fall 

N= {x - a^){x — ag) • • • (a: - a J 

zu setzen. Die Funktion 

Z^NF 

wird im Endlichen nirgends unstetig, im Unendlichen wird sie 
zur 2n-ten Ordnung unendlich. Folglich ist Z eine ganze 
Funktion von der Ordnung 2n, Die Funktion Z verschwindet 
in den Punkten (2), den Nullpunkten der Funktion F und sie 
verschwindet außerdem in den Punkten 

(3) K, -Ol), (ag;-«»). "7 K;-«f«)- 

6* 
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Demi in diesen Punkten yersch windet die Funktion N^ während 
die Funktion F b tetig bleibt. Die Punkte (2) und (3) sind 
demnacb die Nullpunkte einer ganzen Funktion der Ordnung 2«, 
es besteht folglich zwischen ihnen eine Relation, Yon der im 
vorigen Par^raphen unter (3) angegebenen Art. 

Wir haben im vorigen Paragraphen den Satz bewiesen, 
daß keine ganze rationale Funktion der Fläche T von der 
ersten Ordnung existiert. Wir können nunmehr den all- 
gemeineren Satz beweisen: 

Ea gibt keine rationale Funktion der Fläche T 
von der ersten Ordnung. 

Zum Beweis nehmen wir einen Augen bliet an^ die Funk- 
tion werde im Punkt {a^ cc) zur ersten Ordnung unendlich, von 
diesem Punkt abgesehen sei sie überall stetig. Die Funktion 

Z={x-'a)F 

ist eine ganze Funktion zweiter Ordnung, also eine lineare 
Funktion der Varia b ein (s. den Schluß des vorigen Paragraphen). 
Diese Funktion muß im Punkt (a, — a) verschwinden, folglich ist 

Z^ Konst (x — a). 
Daher reduziert sich die Funktion auf eine Konstante, im 
Widerspruch zu unserer Annahme, daß sie im Punkt (a, a) 
unendlich wird. 

§ 26. Bartlalbruchzerfälltiiig der rationaleii Funk- 
tionen der Fläche T. Im vorausgehenden ist die Bei^timmung 
einer rationalen Funktion F der Fläche T durch ihre Null- 
punkte und Unstetigkeitspunkte erörtert worden^ im folgenden 
soll die Funktion durch die Art^ wie sie unstetig wird^ charakte- 
risiert werden. 

Eine rationale Funktion der Fläche T^ die nur in einem 
Punkt zur ersten Ordnung unendlich wird, gibt es nicht 
(s, den vorigen Paragraphen), wir können aber eine Funktion 
zweiter Ordnung der Art bestimmeUj daß sie in einem beliebig 
zu wahlenden Punkt (a, ce) und außerdem in. einem festen Punkt 
zur ersten Ordnung unendlich wird. Wir wählen als festen 
Punkt den unendlich fernen Punkt der Fläche und setzen 

8-\- fit 



(1) 



9 = 



2(« — «) 
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Für die Umgebung des Punktes (a, a) gilt die Reihen- 
entwicklung 
(2) .»a4-^(a;-a) + i-g(a;-a)» + .... 

Hieraus folgt 

Die Funktion 9? wird also im Punkt (a, a) zur ersten 
Ordnung unendlich. Im Punkt (a, — a) verschwinden Zähler 
und Nenner der Funktion 9? zur ersten Ordnung, die Funktion tp 
bleibt also stetig. 

Für die Umgebung des unendlich fernen Punktes gelten 
die Reihenentwicklungen 

s + ._2(v;)»l/l-!!i+fe + . 

-2 i_ 4. ^ + ^' + • • • 



Hieraus folgt 

(4) ,_v9 + ^^ + ,'^ + «-yf. + .... 

Die Funktion ip wird also auch im unendlich fernen 
Punkt zur ersten Ordnung unendlich. Von dem Punkt (a, a) 
und dem unendlich fernen Punkt abgesehen ist die Funktion 97 
überall stetig. 

Rückt der Unstetigkeitspunkt (a, a) in den Verzweigungs- 
punkt e^; so ist 

8 

Folglich ist 



(5) Um Yx-e^ 9? = y{e^ - e^) {e^ - e^). 

Die Funktion 9? wird demnach im Punkt e^ zur ersten 
Ordnung unendlich. Die Gleichung (4) bleibt unverändert in 
Geltung. Es macht somit keinen wesentlichen Unterschied^ 
ob der Unstetigkeitspunkt in einen gewöhnlichen Punkt oder 
in einen Verzweigungspunkt fallt. 
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Mittelst der Funktion fp laßt sich eine rationale Funktion F 
der Fläche 1\ die nur Unstetigkeitspunkte erster Ordnung be- 
sitzt ^ sehr einfach darstellen. Der Einfachheit der Schreib- 
weise wegen wollen wir im folgenden einen Punkt der 
Fläche T nur mit einem Buchstaben bezeichnen. 

Demgemäß bezeichnen wir die im Endlichen liegendeu 
Unstetigkeitspunkte der Funktion F mit 8^^ ^2 ' ' ' ^n^ 

Im Punkt ö^ sei x -= a^^ s = ß,,, (1; = 1, 2, - - ■ n) und 

lim {x — a^)F= a^. 
Ln unendlich fernen Punkt sei 



(6) 
(7) 



lim -^ - - c„ . 
Wir bezeichnen den variabeln Punkt mit und setzen 



9{0/^y)-^ 



S + a^ 



(^ ™ flt,) 

Im Punkt d^ bleibt die Differenz 
stetig ((2) u. {6)), folglich wird die Funktion 

H 

im Endlichen nirgends imstetig, sie ist also eine ganze Funktion, 
Im TJnendlicheu werden die Funktionen ^(0) und tpipjd^ 
nur zur ersten Ordnung unendlich, folglich kann auch die 
Funktion I){o) höchitens zur ersten Ordnung unendlich wer- 
den. Weil es aber keiue rationale Funktion der Fläche T von 
der ersten Ordnung gibt^ muß sich I){o) auf eine Konstante 
reduzieren. Wir erhalten also für die Funktion F{o) die Dar- 
stellung 

H 

(8) J'((,) = 2^9,(0/*,.) + Kons*. 

MultipMziereu wir beide Seiten dieser Gleichung mit r^ und 

lassen wir dann den Punkt ins Unendliche rücken^ so ergibt 
sich mit Rücksicht auf {4) und (7) 
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(9) ?L + 5?....^_f!l + c _0 

und es ist ersichtlich^ daß dies die einzige Bedingung ist, denen 
die Unstetigkeiten der Funktion jF(o) unterworfen sind. 

Bückt einer der ünstetigkeitspunkte — etwa der Punkt 
8^ — in den Verzweigungspunkt e^ , so tritt in den Gleichungen 
(8) und (9) an Stelle der Größe a^ die Größe "1/(61—62) (^i—Cg) 
(5), im übrigen tritt keine Änderung ein. 

Um auch Unstetigkeiten höherer Ordnung charakterisieren 
zu können, bilden wir zunächst eine Funktion ^>^y die im 
Punkt (a,a) zur zweiten Ordnung unendlich wird, im übrigen 
aber in der ganzen Fläche T stetig ist. Wir setzen (s. (1)) 

(10) i9 «a>-^ + "(*+") 

Um zu verifizieren, daß die Funktion cp^ den gestellten 
Bedingungen genügt, bemerken wir: 
Aus (10) und (3) folgt 

da 

(11) a* "d^ , 1 d^a , 

Demnach ist im Punkt (a,a) 

(12) ]im (x-afif^^a^ 

Im Punkt (a, — a) ist die Funktion q)^ ©l>enso wie die 
Funktion 9? stetig. Im unendlich fernen Punkt wird der 
Zähler des Quotienten auf der rechten Seite der Gleichung 

(10) zur dritten, der Nenner zur vierten Ordnung unendlich, 
folglich wird die Funktion 92 Null zur ersten Ordnung. 

Die Funktion q)^ wird also, wie gefordert ist, im Punkt 
(a,a) zur zweiten Ordnung unendlich, bleibt aber im übrigen 
überall stetig. 

Die Funktion 

wird im Punkt (a, a) zur dritten Ordnung unendlich. Für die 
Umgebung dieses Punktes gilt die Reihenentwicklung (11) 

dci. 



a- 



(13) , 2«' ''da 

^^ (x — aY (« — a)«' 
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Vom Punkt (a, a) abgesehen kann die Funktion ^^ im 
Endlichen nur noch in den Verzweigungspunkten unendlich 
werden und zwar nur zur ersten Ordnung (§ 23, S. 75). Im 
unendlich fernen Punkt ist die Funktion (p^ stetig, folglich 
wird die Funktion (p^' mindestens zur dritten Ordnung Null 
(§ 23, Schluß). Die Funktion 

ist vom Punkt {ayoc) abgesehen überall stetig, denn in den 
Verzweigungspunkten 6^, in denen (p^ zur ersten Ordnimg un- 
endlich wird, wird s zur ersten Ordnung Null und im unend- 
lich fernen Punkt wird zwar s zur dritten Ordnung imendlich, 
aber tp^ wird zur dritten Ordnung NuU. Aus (13) und (14) 
folgt, daß im Punkt (a,a) 

lim {x — af 9>3 = «^ 
ist. 

In derselben Weise, wie wir aus der Funktion (p^ die 
Funktion (p^ abgeleitet haben, leiten wir aus dieser die Funk- 
tionen (p^, (p^ • • • mittelst der Rekursionsformel 

o) 9>m = 7 —jf— 9 m = 3, 4, 5 • • • 

ab. Die Funktion ip^ wird im Punkt (a,a) zur m-ten Ordnung 
unendlich, der Art daß 

(16) lim (x — aY (p^ = «"* 

ist. Von diesem Punkt abgesehen ist die Funktion überall 
stetig. Man verifiziert dies ohne Schwierigkeit durch den 
Schluß von m auf m -}- 1. Lassen wir den Punkt {ajoc) in den 
Verzweigungspunkt e^ rücken. 

In diesem Punkt ist « = und 

Demnach ist im vorliegenden Fall 

^ (gl — g») (gl — e») ^ 
^^ X — Cj 

Die Funktion (p^ wird somit im Punkt e^ zur zweiten 
Ordnung unendlich, bleibt aber im übrigen überall stetig. Man 
überzeugt sich leicht,' daß die Funktion <p^, die durch die 
Rekursionsformel (15) bestimmt ist, im Punkt e^ zur m-ten 
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Ordnung unendlicli wird, aber keine weiteren ünstetigkeits- 
punkte besitzt. 

Es bleiben demnach, wenn der Unstetigkeitspunkt (a,a) 
in den Verzweigungspunkt e^ rückt, die allgemeinen Formeln 
in Geltung nur tritt an Stelle der Größe x — a als Maß der 
Unstetigkeit die Grrößen Yx — e^ und an Stelle der Größe a 
tritt die Größe ]/(ei — e^) {e^ — e^) . 

Aus den Funktionen 99^2 9^8 * * • 9m können wir eine Funk- 
tion 0(o/d) bilden, die in einem gegebenen Punkt d(it? = a,s = a) 
in vorgeschriebener Weise unstetig wird. Wir nehmen den 
yariabeln und den Unstetigkeitspunkt in die Bezeichnung auf, 
schreiben also statt 

9 9?2 • • • ausführlicher 9>(o/d) 9?2(o/d) • • • 
und setzen 

(17) *(o/d) = c, <p(p/S) + c,9,(o/*) . • . + c„(|P^(o/d). 

Die Funktion 0(p/d) wird außer im Punkt S auch noch 
im unendlichen fernen Punkt unstetig, der Art, daß die DiflFerenz 

0{o/d)-Cy^Yx 

stetig bleibt (4), im übrigen ist die Funktion 0(p/S) in der 
ganzen Fläche T stetig. 

Um endlich noch die im unendlich fernen Punkt statt- 
findenden Unstetigkeiten zu charakterisieren, setzen wir 

(18) %^x 

(19) ^r.-;^/-^. m==3,4,5... 

Im Endlichen ist die Funktion ^^ überall stetig, im Un- 
endlichen wird sie zur m-ten Ordnung unendlich. Man bestätigt 
dies leicht durch den Schluß von m auf m -f 1. 

Eine ganze Funktion G der Ordnung m läßt sich in der Form 

(20) G(p) - c,^8(o) + c^%(o) . . . + c^tp^io) + Konst. 
darstellen. Denn wir können zunächst die Konstante c^ so 
bestimmen, daß die Differenz 

höchstens zur m — 1-ten Ordnung unendlich wird; hierauf wird 
die Eonstante c^^i so bestimmt, daß die Differenz 

nun mehr zur m — 2-ten Ordnung unendlich wird usw. 
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Die DifiFerenz 

kanii höchstens zur ersten Ordnung unendlich werden, sie ist 
also, weil es eine rationale Funktion erster Ordnung nicht 
gibt, eine Eonstante. 

Es sei nun eine rationale Funktion F der Fläche T ge- 
geben, die in den Punkten *i*2 • • • *„ aber in keinem weiteren 
Punkt im Endlichen unstetig wird. Für jeden der Punkte d^ 
bestimmen wir eine Funktion 0(o/d^) (17) der Art, daß die 
DifiFerenz 

J'(o) -*((,/*,) 
im Punkt d,, stetig bleibt. Die DifiFerenz 

n 

Fio)-^Q(o/S;) 

wird im Endlichen nirgends unstetig, ist also eine ganze 
Funktion und läßt sich demnach in der Form (20) darstellen. 
Wir erhalten also für die Funktion F{o) die Partialbruch- 
zerf ällung 

n 

(21) F{o)^^Qio/ä,)-\-G(o). 

r = l 

Die allgemeinste rationale Funktion der Fläche T läßt 
sich somit aus den folgenden fünf Typen von Funktionen zu- 
sammensetzen: 

Erstens: ^(o/d)-^^- 

da 

Zweitens: tp, (o/S) 2 («;-«)' " ^S^ 

Drittens: g,>/d) -^^--l^^^, m - 3, 4, 5 • • • 

Viertens : ^^ (o) == it? . 

Fünftens: tJo) '—r '^\-'^''^ m = 3, 4, 5, • • • 

und hierzu tritt noch eine additive Eonstante. 



Dritter Abschnitt. 

Die Integrale der rationalen Funktionen der Fläcbe T. 

§ 27. Über die Definition der Integrale. Nachdem 
wir im vorausgehenden Abschnitt die Theorie der rationalen 
Funktionen der Fläche T entwickelt haben, wenden wir uns 
nun zur Untersuchung der Integrale dieser Funktionen. Da- 
bei gehen wir — soweit nicht ausdrücklich das Gegenteil aus- 
gesprochen wird — ebenso wie im vorigen Abschnitt von der 
Weierstraßschen kanonischen Form 

s»« 4x^-^g^x - 5^8 ^^ 4(a; - e^)(x - e^){x — e») 

aus. Wir haben zunächst die beiden Fragen zu beantworten: 

unter welchen Bedingungen hat das über einen gegebenen 
Weg erstreckte Integral einer einwertigen Funktion des Orts 
in der Fläche T einen bestimmten Sinn? und 

inwieweit hängt der Wert des Integrals vom Integrations- 
weg ab? 

Bezüglich der ersten Frage ist zu bemerken: in der Um- 
gebung eines Punktes der Fläche T, der mit keinem der Ver- 
zweigungspunkte zusammenfällt; ist eine in der Fläche T 
einwertige Funktion F eine einwertige Funktion der Variabein 
X (§ 22). Daraus folgt: 

wenn der Integrationsweg L durch keinen Ver- 
zweigungspunkt hindurch geht, ist die Bedingung^ 
daß die Funktion F längs dieses Weges stetig ist, er- 
forderlich und hinreichend; damit das Integral 



}Fdx 
einen bestimmten Sinn besitzt. 



fi 
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Die Umgebung des Verzweigungspunktes e^ wird mittelst 
der Substitution 

(1) y =yi~^ 

auf eine schlichte (einblättrige) Fläche abgebildet, die Funk- 
tion F kann daher in der Umgebung des Punktes e^ als ein- 
wertige Funktion der Variabein y betrachtet werden (§ 23). 
Daraus folgt: wenn der Integrationsweg L durch den 
Punkt e^ geht, so ist, damit das Integral 



fPdx =f2Fydy 



einen bestimmten Sinn hat, erforderlich und hin- 
reichend, daß die Funktion yF in diesem Punkt 
stetig ist. 

Das Integral wird also auch dann nicht sinnlos, wenn die 
Funktion F im Punkte e^ zur ersten Ordnung unendlich wird. 

Die Umgebung des unendlich fernen Punktes der FUiche 
T wird durch die Substitution 



(2) ,-Vi 



auf eine schlichte im Endlichen liegende Fläche abgebildet 
(§ 23). Dem unendlich fernen Punkt der Fläche T entspricht 
der Nullpunkt der y-Ebene. 
Damit das Integral 



päx^-f2f,dy 



in diesem Punkt einen bestimmten Sinn hat, ist erforderlieh 
und hinreichend, daß die Funktion F Null zur dritten Ordnung 
wird. Daraus folgt: damit die Integration ins Unend- 
liche erstreckt werden darf, ist erforderlich und hin- 
reichend, daß die Funktion F im unendlich fernen 
Punkt der Fläche T mindestens zur dritten Ordnung 
verschwindet. 

Die Funktion s wird in jedem der Verzweigungspunkte 
6y zur ersten Ordnung Null, im unendlich fernen Punkt wird 
sie zur dritten Ordnung unendlich. 

Daher läßt sich die Bedingung dafür, daß das Integral in 
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einem Verzweigungspunkt endlich bleibt, auch in der Form 
aussprechen: 

das Produkt s • F muß im betreffeuden Verzweigungspunkt 
stetig sein. 

Das Integral 

/dx 
'^ 
wird demnach nirgends unstetig. 

Nehmen wir an, der Integrationsweg sei eine geschlossene, 
sich nicht überkreuzende Kurve, die einen isolierten Unstetig- 
keitspunkt der Funktion F einschließt. 

In diesem Fall bezeichnet man bekanntlich das Integral 

(3) ^ip^^ 

als Residuum der Funktion F für den betreffenden ünstetig- 

keitspunkt (F. Th. § 21). 

Der Integrationsweg ist im positiven Sinn zu durchlaufen, 
d. h. der Art, daß die eingeschlossene Fläche zur Linken liegt. 

In dem Fall, daß der Unstetigkeitspunkt der Funktion in 
einen gewöhnlichen Punkt der Fläche fallt, ergibt sich diese 
Definition ohne weiteres aus der für einwertige Funktionen 
geltenden. 

Für den Fall, daß der Unstetigkeitspunkt in den Ver- 
zweigungspunkt e^ fallt, definieren wir das Residuum unter 
Benutzung der Abbildung (1) durch das Integral 

Der Integrationsweg ist eine den Nullpunkt der y-Ebene 
einschließende, sich nicht überkreuzende Kurve; sie ist im 
positiven Sinn zu durchlaufen. 

Analog definieren wir das dem unendlich fernen Punkte 
der Flache T entsprechende Residuum unter Benutzung der 
Abbildung (2) durch das Integral 

Der Integrationsweg ist wieder eine den Nullpunkt der 
^Ebene einschließende im positiven Sinn zu durchlaufende 
Kurve. 
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Wenn der ünstetigkeitspunkt in einen gewöhnlichen 
Punkt der Fläche fällt^ so gilt für seine Umgebung eine 
Reihenentwicklung der Form 

F^' Co + ^i(^ - a) + ^2(0; - a)* H 

C 1 c 



^-1 ^ 

"*" (a; — a)» 



+ ^ ^ « + /^ _ flN» + 



Das Residuum (3) ist gleich dem Koeffizienten c_^ . 

Fällt der Ünstetigkeitspunkt in den Yerzweigungspunkt 
Cy, so besitzt die Reihenentwicklung die Form 

^ y ^ y' ^ 

Das Residuum (4) hat in diesem Fall den Wert 2c_^, 

Fällt der Ünstetigkeitspunkt in den unendlich fernen 
Punkt der Fläche T, so hat die Reihenentwicklung dieselbe 
Form, es ist aber 

y-Vl- 

Das Residuum (5) hat in diesem Fall den Wert — 2(^, 

Wenn die Funktion F in einem gewöhnlichen Punkt 
{x^ a, 5 =» a) zur w-ten Ordnung Null oder unendlich wird 
(§ 22), so wird ihre logarithmische Derivierte unstetig wie die 
Funktion 

beziehungsweise wie die Funktion — - • 



x—a 



Das zugehörige Residuum ist n beziehungsweise — n. 

Wird die Funktion im Verzweigungspunkt e^ zur n-ten Ord- 
nung Null oder unendlich (§ 23), so wird die logarithmische 
Derivierte unstetig wie die Funktion 

1 1 

— w —n 

beziehungsweise wie die Funktion 



x — e^ 



Das zr^ehörige Residuum ist wieder w beziehungsweise — n. 
Wird die Funktion F im unendlich fernen Punkt zur 
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w-ten OrdnuDg Null oder unendlich^ so verhält sich die logarith- 
mischen Derivierte wie die Punktion 

1 1 

beziehungsweise wie die Funktion -\ • • 

Das zugehörige Residuum ist n beziehungsweise — n . 

Auf jeden Fall also ist, wenn die Funktion zur 
n-ten Ordnung verschwindet, dasResiduumder logarith- 
mischen Derivierten = w; wenn sie zur w-ten Ordnung 
unendlich wird, so ist das Residuum der logarith- 
mischen Derivierten =« — w. 

§28. Über die Abh&ngigkeit der Integrale vom 
Integratioii8weg. Es bleibt zu untersuchen, inwieweit der 
Wert des Integrals vom Integrationsweg abhängt. Wir 
erinnern zunächst an das Fundamentaltheorem über die In- 
gration in der schlichten a;-Ebene (s. F. Th. § 20). 

I. Vorausgesetzt, daß die Funktion (p(x) in der Fläche 
JE einwert^ ist und sich innerhalb dieser Fläche und auf 
ihrer Berandung regulär verhält, ist das über die vollständige 
Bc^enzung der Fläche erstreckte Integral 

J (p(x)dx ^0. 

Aus dem Fundamentaltheorem ergibt sich sofort der Residuensatz : 

II. Angenommen, im Innern der Fläche J? liege eine end- 
liche Anzahl von Unstetigkeitspunkten der Funktion (p(x). 
Von diesen Punkten abgesehen sei die Funktion q>(x) im 
limem und auf der Berandung der Fläche F überall einwertig 
und stetig. Unter dieser Voraussetzimg ist das im positiven 
Sinn über die Berandung erstreckte Integral 

J (f{x)dx 

gleich dem Produkt von 2ni in die Summe der Residuen, 
die zu den in der Fläche liegenden Unstetigkeitspunkten ge- 
hören (vgl. F. Th. § 21). 

Aus dem Fundamentaltheorem folgt weiter (F. Th. S. 95): 

in. Erstrecken wir die Integration über zwei verschiedene 

Wege L und L\ die die Endpunkte aber keine weiteren 
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Punkte gemein haben, so erhalten wir denselben Integralwert, 
voransgeaetzt, daß die Funktion q5(x) in der Fläche, die durch 
die Kurven L und U begrenzt ist, einwertig und stetig ist 

Das Fundamentaltheorem I gilt unverändert auch für die 
lutegratiou in der zw ei blättrigen Fläche 2"*) und ebenso der 
aus diesem Theorem folgende Residuenaata; 11. Dagegen darf 
der Satz III nicht ohne weiteres auf die Integration in der 
Fliehe T angewendet werden. 

Um die Sachlage klar zu stellen, bemerken wir: 

Man bezeichnet eine Flache als „einfach zueammenhängend"^ 
wenn jede in der Fläche verlaufende geschlossene Kurve für 
sich aUeiu die toUs tändige Begrenzung eines Flächenstücks 
bildet- andernfalls heißt sie ^^mehrfach zusammenhängend^* 
(F. Tk § 8j S. 47). Die achlichte x-Ebene ist offenbar einfach 
zusammenhängend, ebenso jede ßchliehte Fläche, die nur eine 
Randkurye besitzt Dagegen ist eine schlichte Fläche, die 
mehr als eine ßandkurve besitzt, mehrfach zusammenhängend. 
Beispielsweise ist eine durch zwei konzentrische Kreise be- 
grenzte Ringfläche R nicht einfach zusammenhängend, denn 
j^ ein mit den Grenzkr eisen konzentrischer Kreis 
begrenzt für sich allein noch kein Stück der 
Fläche. 

Führen wir aber einen die beiden Ghrenz- 
kreise ?erbindeuden Querschnitt Q aus (Fig. 8), 
so wird die zerschnittene Fläche M* einfach 
zusammenhängend« 

Der Satz HI gilt für jede einfach zusammenhängende 
Fläche, aber er gilt nicht ohne Eiuechränkung für mehrfach 
zusammenhängende Flächen. Er gilt also beispielsweise nicht 
in voller Allgemeinheit für die unzersehnittene Hingfläche B, 
wohl aber für die zerschnittene Fläche R. 

Auch unsere zweiblättrige Riemaunsche Fläche T ist 
nicht einfach zusammenhängend, wir können sie aber, wie im 
folgenden Paragraphen gezeigt werden wird^ durch geeignete 
Querschnitte in eine einfache zusammenhängende Fläche T^ 




Fig. 8. 



*) Der r. Tb. S. 93 gegebene Beweis eetzt in keiner Weiae voraufl, 
daß die Fläcbe E eine scblichte Fläcbe ist. 
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zerschneiden. Für diese zerschnittene Fläche T gilt der Satz 
III; es gelten also für die Integration in der Fläche T genau 
dieselben Regeln wie für die Integration in der schlichten 
a;-Ebene. 

§ 29. Zerschneidung der Fläche T in eine einfach 
zusammenhängende Tläche T, Bei den folgenden Er- 
örterungen gehen wir zunächst von der allgemeinen Darstel- 
lungsform der Irrationalgröße s 




s = l/üQ^x — cc^) (x - a^) {x - «3) (x - aj 

und der entsprechenden Riemannschen Fläche aus. Wir 
nehmen wieder an, daß die eine Übergangslinie — D — die 
Verzweigungspunkte a^ und a^, die andere — D' — die Ver- 
zweigungspunkte «3 und «4 verbindet (§ 20). 

Wir legen nun im oberen Blatt der Fläche T um die 
Übergangslinie D eine geschlossene Kurve C und um die 
Übergangslinie 1/ eine ge- 
schlossene Kurve B (Fig. 9). 
Durch diese beiden Kurven wird 
die Fläche T in zwei getrennte 
Stücke Ti und T^ zerlegt. Das 
eine Stück — T^ — besteht 
aus dem Teil des oberen Blattes, 

Fig. 9. 

der außerhalb der Kurven B 

und liegt, das andere Stück — T^ — besteht aus dem 

unteren Blatt und den Teilen des oberen Blattes, die innerhalb 

der Kurven B und C liegen. 

Die Begrenzung von T^ besteht aus den äußeren Rändern 

der Kurven B und C] sie mögen mit B und C bezeichnet 

werden. Die Begrenzung von T^ besteht aus den inneren 

+ + 

Bändern, B und C, dieser Kurven. 

Jedes der beiden Stücke ist zusammenhängend, denn man 

kann von jedem Punkt eines Stückes zu jedem andern gelangen, 

ohne die Begrenzung zu überschreiten. Aber sie sind beide 

nicht einfach zusammenhängend, denn eine Kurve Ä^, die 

die beiden Randkurven von T^ verbindet, wird diese Fläche 

nicht in Stücke zerlegen und ebensowenig wird eine die beiden 

Duröge-Manrer, elliptische Funktionen. 5. Aufl. 7 
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E^odkurTeB von T^ verbindencie Kurve A^ öiese Fläche zer- 
stückeln*) Fügen wir aber die Kurve Ä^ znr Begrenzung 
TOü T^ und die Kurve ^4^ zur Begrenzung von T^ hinzu» so 
werden diese Flächen in zwei einfach zusammenhängende 
Flächen T^' und T^' zerschnitten. Der Einfachheit wegen 
wollen wir annehmen, daß die auf den Kurven B und C 
liegenden Endpunkte der Kurven A^ und A^ gegenüberliegende 
Punkte der beiden Ränder von J? beziehungsweise C sind. 

Auch hei den Rändern der Kurven A^ und A^ unter- 
Bcheiden wir einen -\- Rand und einen — Rand und zwar 
woUen wir die Bezeichnung der Art wählen^ daß wir^ die Be- 
grenzung der Fläche Tj' im positiven Sinn durchlaufend, die 

+ _ _ 

Begrenzungsstücke in der Reihenfolge A^CA^B treffen (s, 

Fig< 9), Analog soll sich bei einem positiven Umlauf um die 

Fläche T^' die Reihenfolge 
.i^BA^C ergeben. 

An den vorangehenden 
Überlegungen wird nichts 
wesentliches geändert, wenn 
man die Schnitte BCA^A^ 
deformiert, vorausgesetzt, daß 
bei dieser Deformation keiner 
der Schnitte einen Verzweignngspunkt überschreitet und daß keine 
neuen Schnittpunkte der Schnittknrven entstehen (s. Fig. 10), 

Wir heften nun die beiden Flächen T/ uod T/ längs 
der Kurve C aneinander, mit anderen Worten: wir lassen den 
Schnitt C wegfallen. Die beiden Flächen T/ und T^' ver- 
einigen sich zu einer Flä«he T und die beiden Schnitte A^ und 
A^ vereinigen sich zu einem Schnitt Aj der in einem Punkt des 
einen Randes von B beginnt und im gegenüberliegenden 
Punkt des anderen Randes eudigt. Die Ränder der beiden 
Kurven A und B bilden zusammengenommen die Randkurve 
dar Fläche T\ Durchläuft man die Randkurve im positiven 
Sinne, so trifft man die Begreuzungsstücke in der Reihenfolge 

A B Ä B, 




Fig. lü. 



* In Fig. 9 ißt der im untern Blatt verlaufende Teil der Kurve Ä^ 
punktiert gezeichnet. 
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Die Fläche T' ist zusammenhäiigendj denn man kann toii 
ei Dem Punkt anf dem einen Rand einer der Kurven A^ B zum 
gegenüberliegenden Punkt anf dem andern Rand gelangen^ 
ohne die Randkurve zu iiberschreiten. 

Die Mäche T' wird durch jede geschlossene^ sich nicht 
überkreuzende Kurve L in zwei Teile zerlegt^ ißt also einfach 
zuaammenh ängend . 

Weim die Kurve L ganz innerhalb der einen der beiden 
Hächen T^\ T^ Ter lau ft, ist dies ohne weiteres einleuchtend. 
Ist dies nicht der Fallj so muß die Kurve L die Kurve C, 
die die beiden Flächen T/ und T^ trennt, schneiden und zwar 
muß die Anzahl der Schnittpunkte^ weil die Kurve L ge- 
schlossen ist, gerade sein. Wir bezeichnen sie mit 2v. 

Die Kurve h wird durch diese Schnittpunkte in 2v Stücke 
zerlegt, die ab wech sin ngs weise in den Flächen T^ und T^ liegen. 

Jedes in der Fläche T^ liegende Stück von L bildet zu- 
sammen mit dem Stück von C, das seine Endpunkte verbindet, 
die Begrenzung eines Stücks der Fläche T^. Die durch die 
Kurve L aus der Fläche T^^ herausgeschnittenen Stücke mögen 
mit SW^ S^^\ . . , S^\ und das übrig bleibende Stück von T\ 
mit Äj bezeichnet werden. 

Analog bezeichnen wir mit S^\ S^\ . , , S^% die aus der 
Fläche 1*1 herausgeschnittenen Stücke und mit S^ das übrig 
bleibende Stück von T^. Stellen wir nun längs C die Ver- 
bindung zwischen den angrenzenden Flächenteilen wieder her, 
so wird jedes der Flachenatücke S^\ S^\ . . . S^% an die Fläche 
S^ und jedes der Fläch enstücke S^% S^% , . . S^'\ an die Fläche 
S^ geheftet. Jede dieser beiden Flächen ißt zusammenhängend, 
die beiden Flächen aber sind durch die Kurve L getrennt. 

Weil unsere Riemannsche Belache durch zwei Quer- 
schnitte ^j 1^ in eine einfach zusammenhängende Fläche T' 
verwandelt wird, bezeichnet man sie als dreifach zusammen- 
hängend. 

Das Querschnittsyatem Ä^ B haben wir nur zu dem Zweck 
eingeführt, um die Flache T einfach zusammenhängend zu 
machen; es kann deswegen durch jedes andere Querschnitt 
System ersetzt werden, das denselben Zweck erfüllt. Wir wer- 
den hierauf später zurückkommen (§ 39). 

7* 
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Unsere Beti'achtungen behalten offenbar ihre Geltung^ 
wenn wir die Weierstraßsche Normalform 

§2 ^ 4(^ _ gj i^x — e^){x'- 63) 

zu Grunde legen. In diesem Falle legen wir die Querschnitte 
A, B der Art an, daß der im oberen Blatt verlaufende Quer- 
schnitt B um die Verzweigungspunkte 
e^y 63 und der die Übergangslinien 
überkreuzende Querschnitt A um die 
Verzweigungspunkte e^^e^ herum fährt. 
Im folgenden werden wir uns 
vielfach eines Querschnittsystems be- 
dienen, das wir aus dem in Fig. 11 
dargestellten durch stetige Deformation herleiten können. Wir 
konstruieren es in folgender Weise: 

Wir legen um die Verzweigungspunkte e^ und e^ einfache 
Kreislinien*) C und C vom Radius q. Diese Kreislinien sind 
nicht geschlossen, sondern die Endpunkte einer jeden sind ein- 
ander deckende Punkte 
der Fläche T. Die im 
oberen Blatt liegenden 
Endpunkte der beiden 
Kreislinien verbinden 
wir durch eine Kurve -4, 



Fig. 11. 



,P 




19 



Fig. 12. 



die im unteren Blatt 
>•«► liegenden durch eine 

mit A^ sich deckende 

Kurve A^ (s. Fig. 12; 

in der Figur ist nur 
die im oberen Blatt verlaufende Kurve A^ gezeichnet). Die 
Kurven A^CA^C bilden zusammengenommen den Quer- 
schnitt A. 

Sodann legen wir um die Punkte e^ und 63 einfache 
Kreislinien K und K' vom Radius q' <q und verbinden die 
Endpunkte derselben, die im nämlichen Blatt liegen, durch 



*) d. h. Ereifllinien, die durch Rotation eines Vektors um 360 ^ er- 
zeugt werden. 
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einander deckende Kurven B^ und B^, Die Kurven B^KB^K' 
bilden zusammen den Querschnitt jB.*) 

Bei dieser Anlage des Quersclmittsystems kann offenbar 
ein Paar sich deckender Punkte o^Og, deren Entfernung von 
den drei Verzweigungspunkten e^ > () ist, durch sich deckende 
Wege L^fL^, die keinen Querschnitt überschreiten, mit dem 
unendlich fernen Punkt der Fläche T verbunden werden. 

Es steht nun nichts im Wege die Radien q und q' un- 
endlich klein anzunehmen. Unter dieser Annahme bezeichnen 
wir das eben konstruierte Querschnittsystem als „kanonisches 
Querschnittsystem ". 

Es bietet den Vorteil, der für manche Untersuchungen in 
Betracht kommt, daß jedes Paar sich deckender Punkte, das 
eine angebbare Entfernung von den Verzweigungspunkten e^ 
besitzt, durch sich deckende, innerhalb der Fläche T verlaufende 
Wege mit dem unendlich fernen Punkt verbunden werden 
kann. Nur für die Punktepaare, die unendlich nahe an einem 
der Punkte e^ liegen tritt eine Ausnahme ein: verbinden wir 
einen der Punkte e^, e^ mit dem unendlich fernen Punkt durch 
sich deckende Wege i^, L^, so muß mindestens der eine der 
beiden Wege den Querschnitt A beziehungsweise den Quer- 
schnitt B überschreiten. Verbinden wir den Punkt e^ durch 
sich deckende Wege mit dem unendlich fernen Punkt, so muß 
entweder der eine der beiden Wege die beiden Querschnitte 
überschreiten oder jeder Weg überschreitet mindestens einen 
Querschnitt. 

Bei der graphischen Darstellung werden wir uns der 
größeren Deutlichkeit wegen des Querschnittsystems bedienen, 
das in Fig. 11 dargestellt ist; der Grenzübergang, der zum 
kanonischen System führt, ist leicht zu übersehen. 

§ 30. Über die Integrale der rationalen Funktionen 
der Fl&che T. Es sei eine rationale Funktion F der Fläche 
T vorgelegt, die in den Punkten 8^8^, . .d^ unstetig wird. 

Wir ziehen von einem Punkt der Begrenzung der Fläche 



*) Es ist zu bemerken, daß sich die Querschnittsränder A^ und A^ 
— + + ■ - - + 

Ai xmd A^y B^ und J?,, J?, und B^ decken. 
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T' aus — etwa von dem Punkt auflj in dem die Schnittraiider 
Ä und B zusammenstoßen - — ,,Sperrlinien'' L^L^ . . . L^ nach 
den Unstetigkeitspunkten (5j d^ . , . S^^ . Diese Sperrlinieu müssen 

innerhalb der Fläche T' verlaufen; 
sie dürfen einander nicht schneiden 
und sich nicht selbst liberkreuzen; 
im übrigen dürfen Bie beliebig ge- 
wählt werden (s. Fig. 13). 

Bei jeder Hperrlinie unter- 
scheiden wir einen + Rand und 
einen — Rand der Art, daß ein 
positiver Umlauf nm ihren End- 
punkt vom — Rand auf den -f Rand 
führt. Wenn der unendlich ferne 
Fig. 13. Funkt zu den Uns tetigkeitsp unkten 

der Funktion F gehortj muß selbst- 
vei-ständlich auch nach diesem Punkt eine Sperrlinie gezogen 
werden. 

Die mit den Schnitten ABL^L^ * * » ^n ^ßrseheue Fläche 
bezeichnen wir mit f. Sie ist einfach zusammenhängend. 
Im Innern derselben ist die Funktion J^ überall stetig. 

Wir ziehen nun nur solche Integiationswege in Betracht, 
die innerhalb der FEche T" verlaufen. Unter dieser Voraus- 
setzung hängt das Integral 

(1) I ^fFdx 

nur von den Integratiousgrenzen ab, Ist aber im übrigen vom 
Integrationsweg unabhängig. Halten wir die untere Inte- 
grationsgrenze fest^ so ist /eine einwertige Funktion der oberen 
Integrationsgrenze. 

In Punkten^ die sich auf dem + Rand und dem — Rand 
eines Stücks der Bet^enzung der Fläche T" gegenüberliegen^ 
nimmt das Integral i^ allgemein zu reden^ veiiächiedene Werte 
au; wir unterscheiden diese Werte durch die Bezeichnung 

I und 1 

+ - 
Die Differenz I—I ist längs eines jeden Stücks 

der Begrenzung der Fläche T'' konstant 

+ — + - 

Zum Beweise bezeichnen wir mit a^ a und ß^ ß zwei dem- 
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selben BegraunngBstück angehörende Paare einander gegen- 
nberlieg^^ider Punkte. Xnn ist 

(2) I{ß) - /(a) ^fFdx 

(3) I(ß) - I{a) =fFdx. 

Auf der rechtoi Seite der Gleichung (2) ist über den 
+ Band, auf der rechten Seite Ton (3) ist über den — Rand 
des in Bede stehenden Begrenznngsstücks zn integrieren. Weil 
die Funktion F auch in der anzerschnittenen FUU^he T ein- 
wertig ist, haben die beiden Int^rale denselben Wert und 
darans folgt 

I(ß) _ l(ß) = /(«)-/(«) = /- / w. z. b. w. 

Die konstante Differenz I — I bezeichnet man als Perio- 
dizüätsmodol des Integrals /. 

Der längs der Sperrlinie L^ stattfindende Periodizitats- 
modnl ist ^eich dem Produkt Ton 2xi in das Residuum ü(d^) 
der Funktion für den ünstetigkeitspimkt d,, wie sich sofort 
aus der Definition des Residuums ergibt (ygL § 27). 

Wenn das Residuum ü(dj Terschwindet^ ist somit die 
Spenünie L, nicht erforderlich, um das Integral eindeutig zu 
machen, und kann desw^en weggelassen werden. 

Der längs des Querschnitts Ä stattfindende Periodizitats- 
modul ist ^eich dem Int^ral 

(4) « ^fFdx, 

erstreckt über den Querschnitt B und zwar in dem Sinn, daß 

man Tom — Rand des Querschnittes Ä zum + Rand gelangt. 

Dementsprechend ist der Periodizifötsmodul längs des 

Querschnitts B gleich dem über den Querschnitt Ä Ton B 

+ 
nach B hin erstreckten Integral 

(5) » =fFdx, 

Bezeichnen wir mit I(o) den Wert, den das Integral (1) 
erreicht, wenn die Ingration von einem festen Punkt y aus 
über einen in der Flache 7" Terlaufenden Weg bis zum Punkt 
o erstreck wird. Wie oben nachgewiesen worden ist, ist I(p) 
eine einwertige Fimktion des Orts in der Flache T'\ 
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Wir wollen nun feststellen, welche Änderungen d^r Integral- 
wert erfährt, wenn die Integration über einen Weg L erstreckt 
wird, der die Begrenzung der Fläche T" überschreitet. 

Nehmen wir an, das Stück aß des Weges L überschreite 
ein bestimmtes Stück der Begrenzung von der — Seite zur 
+ Seite hin. Die Punkte, in denen L die Ränder desselben 
triflFt, bezeichnen wir mit p, beziehungsweise p. 

Weil die Funktion F auch in der unzerschnittenen Fläche 
T einwertig ist, ist 

r\i' f\~^\ fk'^ 

I \L.Fdx= I \L\Fdx+ I L Fdx 

= iQ) - /(«) + m -l(i) = I(ß) - I(a) - 

Die Überschreitung des Begrenzungsstücks in der Rich- 
tung von der — Seite zur + Seite hin bewirkt also eine Ver- 
minderung des Integralwertes um den betreJBfenden Periodizi- 
tätsmodul. 

Nehmen wir nun an, der Weg L überschreite den Quer- 
schnitt A a-mal von der — Seite zur + Seite und a'-mal 
in der umgekehrten Richtung; die entsprechenden Zahlen für 
den Querschnitt B und die Sperrlinien L^ seien b, V be- 
ziehungsweise Cy, Cy'. unter dieser Annahme ist 



/ 



L^Fdx = I{p) + (a' - a)2l -^ {V ~ 6)S5 + 



Y 



+ 27ti2:(c;-c;)R{s^), 



Die Funktion F ist im Innern der Fläche T', die durch 
die Querschnitte Ä und B begrenzt, 
aber nicht mit den Sperrlinien 
ij ig • • • -^n versehen ist, zwar ein- 
wertig aber nicht überall stetig. 
Zufolge des Residuensatzes (§ 28) 
ist das im positiven Sinn über 
-►oo die Begrenzung der Fläche T' er- 
streckte Integral (1) gleich dem 
Fig. u. Produkt von 2üti in die Summe der 
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Residuen R(ß^y die zu den Unstetigkeitspunkten gehören. 
Das in Rede stehende Integral ist die Summe der vier Inte- 
grale (s. Fig. 14) 

\Ä\Fdx+ I \B\Fdx+ I ^A\Fdx+ 1 \B\Fdx. 

Weil die Funktion F zu beiden Seiten der Querschnitte 
A und B dieselben Werte besitzt, ist das erste Integral dem 
dritten und das zweite dem vierten entgegengesetzt gleich, die 
Summe ist Null. Daraus folgt: 

Die Summe der Residur einer rationalen Funk- 
tion der Fläche T ist Null. 

Wenn die Funktion nur in einem Punkt der Fläche 
unstetig wird, so ist das zugehörige Residuum Null. Hieraus 
ergibt sich ein neuer Beweis des Satzes, daß es keine rationale 
Funktion der Fläche T gibt, die nur in einem Punkt zur 
ersten Ordnung unendlich wird (vgl. § 25). 

Wendet man den eben bewiesenen Satz auf die logarith- 
mische Derivierte der Funktion F an, so erhält man mit 
Rücksicht auf die am Schluß des § 27 gemachte Bemerkung 
einen neuen Beweis des Satzes, daß eine rationale Funktion 
der Fläche T gleichviel einfache Nullpunkte imd Pole besitzt 
(vgl. §25). 

§ 31. Die drei G-attungeu von Elementariutegralen. 

Im § 26 haben wir die rationalen Funktionen der Fläche T in 
Partialbrüche zerfällt. Von dieser Zerfällung wollen wir nun 
Gebrauch machen, um das Integral 

J==.fFdx 

auf einfachere Integrale zurückzuführen. 

Das Integral J bleibt stetig, solange das Produkt 

^^sF 

stetig bleibt (§ 27); wir zerlegen deshalb nicht die Funktion F 
selbst, sondern die Funktion O in Partialbrüche. Entsprechend 
den fünf Typen von Funktionen, die bei dieser Zerlegung auf- 
treten können (§ 26, Schluß), erhalten wir die folgenden fünf 
Typen von Integralen: 
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(1 

(3 
(4 

(5; 



§ S2. Das Korraalintagral erster Gattung^, 
J 'P.io/S) - =y 2(^^r^, -■ 

Jy„(«/ff)'^^=-^,^-l~9>„_,(o/<J) + Konst. ».=3,4,5... 

/, / ^ da? Cxdx 

J^,M V = ,„:!- 1 ^.--1 («) + *^°"«*- »* - ^> ^> 5- 

Der additiven Koustauteiij die bei der Zerlegung der 
Funktion F noch auftreten kaun, entspricht das Integral 

(6) /? 

Da in den Fällen (3) und (5) die Integration ausgeführt 
werden kann, erhalten wir nur Tier Typen Ton Elementar- 
integralen. 

Man bezeichnet Am Integral (6) ab Integral erster Gattung, 
die Integrale (2) und (4) als Integrale zweiter Gattung ^ das 
Integral (1) als Integral dritter Gattung. 

Wir haben die Reduktion des allgemeinen Integrals auf 
diö drei Gattungen Yon Elementar in tegi-alen schon im § 2 mit 
elementaren Hilfsmitteln durchgeführt; die Entwicklungen des 
zweiten AbechDitts lassen den tiefer liegenden Grund, auf dem 
die Reduktion beruht, erkennen und eröffnen den Weg zu einer 
eingehenden Untersuchung der neuen Transzendenten. 

§ 32. Das Iformalintegral erster G^attung^« Das 
Integral erster Gattung 

^'-^ . .. 

iat iu der ganzen Fläche T' einwertig und nirgends 
unstetig. 

Denn das Produkt des Integranden mit der Funktion s 
ist =- 1 (a. § 27), 

Für die Umgebung des unendlich fernen Punktes gilt die 
Eeihenentwi cklung 



(1) 
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1 1 



' ^(vJ)-l/.-a.-Ä 

^ 2(yxy u(yxy u{yxy 

Hieraus folgt 

(2) r^ 1 ?.^^?^ 1 ... + Konst. 

Wir ändern das Vorzeichen des Integrals und setzen die 
Integrationskonstante gleich Null. Das so normierte Integral 
nennen wir ,^ormalintegral erster Gattung" und bezeichnen 
es mit u{o) (vgl. § 13). Es ist demnach 



00 

(3) «(«)=/- 



dx 

s 



Der Integrationsweg ist auf die Fläche T' beschränkt. 

Für die Umgebung des Punktes e^ gilt die Reihenent- 
wicklung 
11 1 



8 2|/aj — Ci |/(ei ~ Cj) («1 — c,) + Se^ix — ej + {x — e^y 

^ _ ^ r „^ « A ?^ y^"=T . . .1 . 

V{ei-'e^)(e^—e^)l2yx-e, 4 (e^ — Cj) (c, - c,) ^ J 

Hieraus folgt 

(4) «(0) - uie,) =/^ 

^ V^ — gj I ^ gi(yä; — ej» 

l/(e, ~ e,) {e, - e,) 2 (y^e, --e,){e, -e,))» ' 

Analoge Entwicklungen gelten für die Verzweigungspunkte 
«2 imd e^. Im Verzweigungspunkt e^ wird somit die Differenz 

u(o) - ui,e,) 

zur ersten Ordnung Null. Im imendlich fernen Verzweigungs- 
punkt wird das Integral u(o) selbst zur ersten Ordnung Null (2) 
Die Punktion 5 nimmt in zwei sich deckenden Punkten o^ Og 
der Fläche T entgegengesetzte Werte an. Folglich ist 

du(oi) + du(o^) = 0, 
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wenn die Punkte o^ und Og auf sich deckenden Wegen fort- 
rücken. 

Vorausgesetzt, daß wir das kanonische Querschnittsystem 
zu Grunde legen, können wir jedes Paar sich deckender Punkte^ 
das einen angebbaren Abstand von jedem der Verzweigungs- 
punkte e^ besitzt, durch sich deckende Wege mit dem unend- 
lich fernen Punkt verbinden (§ 29, Schluß). Da in diesem 
Punkt das Normalintegral verschwindet, so ist die Summe 

w(Oi) + u{o^ = 
in der ganzen Fläche T\ nur in unendlicher Nähe der Ver- 
zweigungspunkte 6y tritt eine Ausnahme ein. Wir können 
also sagen: 

Das Normalintegral u{p) nimmt in sich deckenden 
Punkten der Fläche T entgegengesetzte Werte an. 

Die Ausnahmestellung der Verzweigungspunkte e^ ent- 
spricht der Tatsache, daß für sie der Begriff sich deckender 
Punkte seine Bedeutung verliert. 

Das Integral erster Gattung ist durch seine Eigenschaft^ 
in der Fläche T' einwertig und überall stetig zu sein, im 
wesentlichen bestimmt. 

Jede in der Fläche T' einwertige und überall stetige 
Funktion, die an den Querschnitten A und B kon- 
stante Periodizitätsmoduln besitzt, ist eine lineare 
Funktion des Normalintegrals erster Gattung. 

Wir bezeichnen deshalb eine derartige Funktion als all- 
gemeines Integral erster Gattung. 

Zum Beweis ist zu bemerken: wenn eine Funktion I in 
der Fläche T einwertig ist und an den Querschnitten konstante 
Periodizitätsmoduln besitzt, so ist ihre Derivierte I' in der 
unzerschnittenen Fläche T einwertig. Aus der Stetigkeit der 
Funktion I folgt, daß das Produkt s • /' nirgends unstetig ist; 
Dieses Produkt ist daher eine Konstante (§ 25, Schluß). 

§ 33. Das Normalintegral zweiter Oattnng. Da» 

Integral zweiter Gattung (§ 31, Nr. 2) 
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kann nur im Punkt d(Ä' = a, s = a) unstetig werden. Denn 
von diesem Punkt abgesehen ist das Produkt der Funktion s 
in den Integranden, nämlich die Funktion q)2(o/d), überall stetig. 
Für die Umgebung des Punktes d gelten die Reihenent- 
wicklungen (§ 26, Nr. 11) 

da 
/ /^\ «' I ^öi , 1 d*cc , 

V2V / / (x^ay ' x — a ' 4 da* 
und 
1 1 1 da . v,lr2 /da\* 1 d*al. x« , 

Hieraus folgt 

y, (o/d) __ g _ 1 ^" _|_ 
« ~(a;~a)« 4 da* ' 
und weiter 



«/ 






Das Residuum, das zum Punkt 8 gehört, verschwindet also, 
folglich ist das Integral in der Fläche T' einwertig, und es ist 
nicht nötig eine Sperrlinie einzuführen (vgl. § 30). 

Das Integral zweiter Gattung(l) ist in der Fläche T' 
einwertig und vom Punkt 8 abgesehen überall stetig; 
in diesem Punkt wird das Integral zur ersten Ordnung 
unendlich. 

Das Integral zweiter Gattung (§ 31, Nr, 4) 



(S) S' 



xdx 

8 



wird nur im unendlich fernen Punkt unstetig. Für die Um- 
gebung dieses Punktes gilt die Reihenentwicklung (§ 32, Nr. 1) 

i^ _ _L^ j i2^_ , 9s j 

8 2yx le'iyxY leiyxy 

Hieraus folgt 

(4) f^^y^ ^— ^... + Konst. 

Das zum unendlich fernen Punkt gehörige Residuum ver- 
schwindet. 

Das Integral ist also in der ganzen Fläche T' einwertig 
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und wird nur im unendlieh fernen Punkt unstetig, nnd zwar 
unendlich zur ersten Ordnung. 

Unter der Voraussetzungj daß die Integrationskonstante — 
gesetzt wirdj setzen wir 

(5) ß-p-Ko) 

und bezeichnen dieses Integral als ^,Nornialiiitegral zweiter 
Gattung'^. 

Die Größe s nimmt in sich deckenden Punkten o^j o^ der 
Fläche T entgegengesetzte Werte an^ folglieh ist 

d£(oO + di(o,) = 0, 
wenn die Punkte Oj , Og auf sich deckenden Wegen fortrücken. 

Aus der Reihenentwicklung (4) ergibt sich^ daß in der 
Umgebung des unendlich fernen Punktes 

(6) S(o.) + £(".) = 

istj da wir ja die Integi"ationgkonstante = gesetzt haben. 

Daraus folgt.: wenn wir die Fläche T' durch das kanonische 
Querechnittsy stem begrenzen (§29, Schluß), so gilt di e Gleichung (6) 
für die ganze Fläche T' mit Ausnahme der Verzweigungspunkte. 

Das Integral (1) läßt sich leicht auf das Norraalintegral g(a) 
zurückführen. Zu dem Zweck bemerken wir: die Differenz 

ü(p) = fq>,{olS) ^ H- ^{o/S) - £(o) 

wird in der Fläche T' nirgends unstetig^ denn im unendlich 
fernen Punkt bleibt die Differenz 

stetig (YgL Nr. 4 und § 26, Nr. 4) und im Punkt ä bleibt die 
Summe 



/' 



, dx 



stetig (vgl Nr. 2 und § 26, Nr. 3), Folglich ist U{o) ein In- 
tegral erster Gattung. Man verifiziert leicht, daß 

U{o) au{o) -h Konst, ist. 

Wenn wir das Integral (1) mit einer Konstanten multi- 
plizieren und ein allgemeines Integral erster Gattung addieren, 
so erhalten wir eine Funktionj der ebenfalls die charakteristischen 
Eigenschaften des Integrals zweiter Gattung zukommen: 



§ 34. Das Noimalintegral dritter Gattung. 
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Die Funktion ist in der Fläche T' einwertig und wird nur 
in einem Punkt unstetig und zwar unendlich zur ersten Ord- 
nung. An den Querschnitten A, B besitzt sie konstante Perio- 
dizitätsmoduln. 

Wir bezeichnen eine Funktion, die diese Eigenschaften 
besitzt, als allgemeines Integral zweiter Gattung. Es läßt sich 
leicht beweisen, daß jede derartige Funktion sich aus einem 
Normalintegral zweiter Gattung, einem Normalintegral erster 
Gattung und einer rationalen Funktion (p(o/S) zusammen- 
setzen läßt. 

§ 34. Das Normalintegral dritter Gattung. Um 

das Integral dritter Gattung 



(1) 



/»w*)^-/^ 



dx 



^ay 



eindeutig zu machen, ziehen wir von dem Punkt aus, in dem 

die — Ränder der Querschnitte A und B 

zusammenstoßen, eine Sperrlinie L nach 

dem Punkt 8 und eine Sperrlinie U 

nach dem unendlich femenPunkt (Fig. 15). 

In der mit diesen Einschnitten versehenen 

Fläche T" ist das Integral einwertig. 

Für die Umgebung des Punktes 8 
gelten die Reihenentwicklungen (§ 26, 
Nr. 3) 




l_da 
a* da 



(a;-«) + 2bfc) -^d^J(^-«)'--- 

Hieraus folgt 

8 x — a 2ada'^l2a*\da) 4t a da*]^^ a) , . . 

und weiter 

(2) Jfi^dx = logix-a)-±p^ix-a)..^ + Konst. 

Das zum Punkt 8 gehörige Residuum ist ^ 2m. 



(3) r^ 
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Für die Umgebung des unendlich fernen Punktes gelten 
die Reihenentwicklungen (§ 26, Nr. 4) 

i 1^ A.9l J .... 

s 2{yxy 16 (vi')'' 
y(Q/^) ^ .J^ I « JL I ^ 1 __ j 

8 ^ 2x 2 X* 4 (}/ic)* 
Hieraus folgt 

^^ 2 X 6 (yx)^ 

Das zum unendlich fernen Punkt gehörige Residuum ist 
= — 27ti, 

Daß die Residuen, die zum unendlich fernen Punkt und 
zum Punkt d gehören, entgegengesetzte Vorzeichen besitzen, 
ist eine Folge des in § 30 bewiesenen allgemeinen Satzes. 

Wir haben bisher stillschweigend vorausgesetzt, daß der 
Unstetigkeitspunkt d mit keinem der Verzweigungspunkte e^ 
zusammenfällt. Wenn der Punkt 6 in den Verzweigungs- 
punkt e^ rückt, so ist 

und hieraus folgt 

(4) J^(^ ^^ _ l^g y^^— + Konst. 

Im unendlich fernen Punkt wird das Integral nach wie 
vor unendlich wie log Yx . In dem Unstetigkeitspunkt d, der 
im Endlichen liegt, wird es aber nicht mehr unendlich wie 
log(iC — a), sondern wie logYx—a. Es steht das im Einklang 
mit unseren allgemeinen Festsetzungen (s. § 23). 

Das Integral dritter Gattung besitzt demnach längs 
der Sperrlinie X, die nach dem Punkt S führt, den 
Periodizitätsmodul 2;ri, längs der nach dem unendlich 
fernen Punkt führenden Sperrlinie L' den Periodizi- 
tätsmodul — 2sti. 

Wir führen für das Integral (1) eine eigene Bezeichnung 
ein und setzen 

<6) „(o/,)_/,(«/,)^^_/_^''-. 
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Um zu einer zweckmäßigen Bestimmung der Integrations- 
konstanten, die noch zur Verfügung steht, zu gelangen, gehen 
wir am besten von der Gleichung (2) aus. Wir setzen fest: 
im Pimkt d sei 

(6) lim [w(o/d) - log (u(o) - u{d))] = 0. 

Diese Bestimmung bietet den Vorteil, daß sie auch in dem 
Fall, daß der Punkt d in einen der Verzweigungspunkte e^ rückt, 
anwendbar bleibt. Denn der Grenzwert 

w(o) — w(e^) 
lim 



ist endlich und von Null verschieden (§ 32, Nr. 4), wie es 
wegen der Gleichung (4) erforderlich ist. Durch unsere Fest- 
setzung ist die Integrationskonstante allerdings nur bis auf ein 
Multiplum von 27ti bestimmt, aber für imsere Zwecke ge- 
nügt dies. 

Das nunmehr bis auf ein Multiplum von 2jti definierte 
Integral bezeichnen wir als „Normalintegral dritter Gattung". 

Die Differenz zweier Normalintegrale dritter Gattung 

(7) W^w{o/S)-w(o/€) 

wird in den beliebig zu wählenden Punkten d und s logarith- 
misch unendlich, bleibt aber im unendlich fernen Punkt stetig. 
An den charakteristischen Eigenschaften der Funktion W wird 
nichts geändert, wenn wir sie mit einer beliebigen Konstanten 
multiplizieren und ein Integral erster Gattung addieren. Die 
Funktion, die wir auf diesem Wege erhalten, bezeichnen wir 
bIs allgemeines Integral dritter Gattung. 

Das Integral W (7) erhält eine besonders einfache Gestalt, 
wenn die ünstetigkeitspunkte S und s sich decken. In diesem 
Fall ist 

TTT- r 8-\- cc dx r s — a dx C ^ ^^ 

'~'j2{x — a) 8 J 2{X'—a) s '"Jx—a 8 

In der älteren Literatur wird dieses Integral statt des 
Integrals w(o/d) als Normalintegral dritter Gattung benützt 
<TgL§2). 

Da sich das Integral einer beliebigen rationalen Funktion 

i)aröge-Maurer, elliptisohe Funktionen. 5. Aufl. 8 
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der Fläche T als Aggregat von rationalen Funktionen der 
Fläche T und Normalintegralen darstellen läßt; so lassen sich 
seine Periodizitätsmoduln an den Querschnitten Ay B aus 
denen der Normalintegrale zusammensetzen. 

Mit diesen haben wir uns zunächst zu beschäftigen. 

§ 35. Periodizit&tsmodnln des Normalintegrals 
erster Oattung. Die Periodizitätsmoduln des Normalinte- 
grals erster Gattung 



.'«»-fi 



an den Querschnitten Ä, B bezeichnen wir mit 2öi, 2 cd,. Der 
Grund, warum diese Indizesbezeichnung gewählt ist, wird so- 
fort hervortreten. Aus den allgemeinen Ausführungen des § 30 
ergibt sich, daß 

(1) 2a,, = MW-«(x) = -J|B|^ 
und 

(2) 2a,, = «(t.)-«(«) = -r|i|-,- 

ist (s. die nebenstehende Figur). Die Werte dieser Integrale 

hängen wesentlich davon ab, in welcher Art das Querschnitt- 

y — --., System angelegt wird. Wir werden. 

/y^ ^ \ später (§ 39) des genaueren unter- 

yf /** / '; suchen, welche Änderungen die 

^m\/ / ^;' Werte der Periodizitätsmoduln er- 

Bl X / / fahren, wenn das Querschnittsystem 

/ / \y / geändert wird. Zunächst gehen. 

Vjl^^^X^' J ^^ wir von dem in Fig. 16 dar- 

gestellten Querschnittsystem aus,, 
das durch stetige Deformation in 
das kanonische Querschnittsystem übergeführt werden kann^ 
(vgl. § 29, Schluß). 

Die Integrale (1) imd (2) lassen sich leicht durch die 
Werte ausdrücken, die das Integral u{o) in den Verzweigungs- 
punkten e^ und ^8 annimmt. Wir können den Verzweigungs- 
punkt 6i mit dem unendlich fernen Punkt der Fläche T durch 
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♦►«> 



einen im oberen Blatt verlaufenden Weg L^ verbinden, der 

keinen Querschnitt überschreitet (s. Fig. 17). Der mit diesem 

Weg sich deckende Weg L^ im 

imteren Blatt überkreuzt den 

Querschnitt A und zwar wird 

der Querschnitt, wenn man vom 

Punkt oo ausgeht, von der — Seite 

zur + Seite hin überschritten. 

Folglich ist (s. § 30) Fig T?. 

/\ ^^ \dx r\ ^1 I dr 

I 00 I ö t/ 1 » I * 

Weil die Größe s in sich deckenden Punkten der Fläche 
T entgegengesetzte Werte besitzt, ist 

/l t^ I drc r\^ \dx / V 

I 00 I * t/ I 00 I * 

Folglich ist 

(3) w(eO = (Di. 

Den Verzweigungspunkt e^ können wir durch einen im 
unteren Blatt verlaufenden Weg L^, der keinen Querschnitt 
überschreitet, mit dem unendlich fernen Punkt verbinden (s. 
Fig. 17). Der mit diesem Weg sich deckende Weg L^ im 
oberen Blatt überkreuzt den Querschnitt J5. Die eben ange- 
wendete Schlußweise zeigt, daß 

(4) W(«8) = 0'3 

ist. Um auch den Integralwert e^ durch die Perioden auszu- 
drücken, verbinden wir den Punkt e^ durch einen im unteren 
Blatt verlaufenden Weg Xg, der keinen 
Querschnitt überschreitet, mit dem un- 
endlich fernen Punkt (Fig. 18). Der 
mit diesem Weg sich deckende Weg L^ 
überkreuzt die beiden Querschnitte A 
und J5 und zwar wenn wir vom un- 
endlich fernen Punkte ausgehen, von der 
— Seite zur -f Seite hin. Folglich ist 

(5) u{e^ = o?! + Os- I'ig- 18. 



*) Es ist zu beachten, daß das Integral j — = -^ u{o) den Perio- 
dizitätsmodnl — 2 (Dj besitzt. * 
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Es ist üblich 

(6) öl + Oj = (Ö3 

zu setzen. Bei Anwendung dieser Bezeichnung können wir 
die Gleichungen (3), (4) und (5) in die Formel zusammen- 
fassen 

(7) ui,e;) = (D^ für i/ = l,2, 3. 

Aus diesen Gleichungen folgt 

c, «1 

/dx Cdx 

— , Ö3 = ©2 - Ol =J — . 

Der Integrationsweg ist so zu wählen, daß er keinen Quer- 
schnitt überschreitet. 

Um das Integral (3) auszuwerten, wählen wir als Inte- 
grationsweg den + Rand der Doppellinie e^ 00, der dem 
oberen Blatt angehört (s. Fig. 17) imd setzen 

(8) a; = e3 + ^-^'- 

Wenn der Punkt x^s Tom Punkte e^ aus längs der Dop- 
pellinie ins Unendliche rückt, so durchläuft die Variable t das 
reelle Intervall von 1 bis 0. Aus (8) folgt 

s» = 4(a;-0(^-^)(:r-0 = 4(e,-c,)»(l-*»)(l-|^^)i. 
Wir machen von den früher eingeführten Bezeichnungen (§ 8) 

Gebrauch und erhalten 

(10) s = 2 {V'eT^f Vil - <«)(! - Ä»^) 4 • 

Der reelle Teil der Größe 

(11) 2j = y{)r-^t^{y-i^) 

kann innerhalb des Integrationsintervalls nicht verschwinden 
Wenn nämlich die drei Punkte e^ auf einer Geraden liegen, 
so ist zufolge unserer Übereinkunft (§ 21) e^ der mittlere der- 
selben und es ist folglich h^ reell und < 1. 

Wenn dies nicht der Fall ist, so hat Tc^ einen komplexen 
Wert und es kann der imaginäre Teil von B? innerhalb des 
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Integrationsintervalls nicht verschwinden, folgKch gilt dasselbe 
für den reellen Teil von R, Am Schluß des § 21 ist die Be- 
Stimmung getroffen worden, daß 

s 



arc 



(y^^e.)* 



gegen Null konvergiert, wenn man im oberen Blatt der Fläche 
T längs des + Randes der Doppellinie e^ oo ins Unendliche 
geht. Polglich ist das Vorzeichen der Wurzel R so zu wählen, 
daß ihr reeller Teil positiv ist. 

Führen wir den Wert (10) in (3) ein, so ergibt sich mit 
Rücksicht auf (8) 

^ 1 r dt K 



Weil der reelle Teil von iZ innerhalb des Integrations- 
intervalls positiv ist, so ist auch der reelle Teil von K von 
Null verschieden und positiv. 

Um das Integral (4) auszuwerten, wählen wir t^ls Inte- 
grationsweg den Vektor L^\ der im untern Blatt der Fläche 
Tvom Punkt e^ aus in der Richtung e^e^ ins Unendliche läuft 
(s. Fig. 17). Wir setzen 

(13) .^^e,^^A^. 

Die Integrationsvariable hat auch in diesem Fall das reelle 
Intervall von 1 bis zu durchlaufen. Aus (13) folgt mit 
Rücksicht auf (9) 

• 5««^4(6,-63)«(l-^«)(l-Ä'«<«).i. 
Man zeigt wie oben, daß der reelle Teil der Wurzel 

(14) 2J' = y(l-<2)(l-Ä'¥) 

innerhalb des Integrationsintervalls nicht verschwinden kann. 
Wie am Schluß des § 21 bemerkt worden ist, gilt für den 
unendlich fernen Teil des Vektors L\ die Gleichung 
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(»1 

Polglich ist das Vorzeichen der Wurzel K ao za wählen, 
daß ihr reeller Teil positiv ist. Wir erhalten 

Führen wir diesen Wert in (4) ein, so folgt mit Rücksicht 

auf (13) 

1 



Der reelle Teil der Größe K' ist jedenfalls von Null ver- 
schieden und positiv. 

§ 36. Der Periodenqnotient ^ • Nehmen wir an, die 

-drei Verzweigungspunkte e^ liegen auf eiuer Geraden. In 
diesem Fall sind die Größen Jc^ und k'^ reell und, weil wir 
festgesetzt haben (§21), unter e^ sei der mittlere der drei 
Punkte zu verstehen, so sind sie positiv und < 1. Folglich 
sind die Integrale K imd K' (Nr. 12 und 15 des vorigen 
Paragraphen) reell und positiv, der Quotient 

ist daher reell und positiv. 

Nehmen wir nuumehr an, daß die drei Verzweigungs- 
punkte 6y nicht auf einer Geraden liegen. Die Winkel des Drei- 
ecks, das sie bestimmen, bezeichnen wir mit ßiß^ßs- Der 
Arkus der Größe 



c, —e. 



ist der Winkel, um den die Seite e^e^ im positiven Sinn ge- 
dreht werden muß, damit sie mit der Seite e^e^ zur Deckung 
kommt. Dementsprechend ist der Arkus der Größe 



der Winkel, um den die Seite e^e^ im positiven Sinn gedreht 
werden muß, damit sie mit der Seite e^e^ zur Deckung kommt. 
Wenn man bei einem positiven Umlauf um das Dreieck der 
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Fig. 19. 




Verzweigungspunkte die Ecken in der Reihenfolge e^^e^e^ trifift 
(Fig. 19), so ist demnach der kleinste Wert von 

arc Jc^ = ß^ 
und der kleinste Wert von 

arc k'^ = — ßi- 
Wenn dagegen bei einem positiven Umlauf ^y 
um das Dreieck die Reihenfolge 6^6^62 eintritt 
(Fig. 20) so ist der kleinste Wert von 

arc lc^= — ßs 
und der kleinste Wert von 

arcÄ'^=)3i. 
Wir können also 

arc it^ = ± j^s , arc k'^ = T /3i Fig. 20. 

setzen. Im ersten Fall (Fig. 19) gelten die oberen Zeichen, 
im zweiten (Fig. 20) die unteren. 
Im Integrationsintervall 

O^^^l 
liegt der kleinste Wert des Arkus der Größe 

zwischen und arc Ä'^ = ip/3i, der kleinste Wert des Arkus 
der Größe 

ii:^^(i^fi)(i-k'H') 

zwischen und arc k^^ + ß^- Da die Vorzeichen der Wur- 
zeln E und ü' so zu wählen sind, daß die reellen Teile dieser 
Größen positiv sind, so liegt demnach der kleinste Wert von 
arc (-^ j zwischen und + ^ , der kleinste Wert von arc (^j 

zwischen und +^' Daraus folgt, daß die Arkuse der In- 
tegrale 

1 1 



K-f^ „nd iT./j 



ebenfalls zwischen und + £p beziehungsweise und 4- ~ liegen, 

IC 
folglich liegt der Arkus des Quotienten -^ im ersten Fall (Fig. 
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19) zwischen und — "T * , im zweiten Fall zwischen 



und -&4-^' • 
Da 



ßi + ßt = ^ _ ?» <^ ^ 

o na ^ a 



SO ist der reelle Teil des Quotienten -= von Null verschieden 
und positiv. 

Demnach ist der imaginäre Teil des Quotienten 

(»8 iK' 

von Null verschieden und positiv imaginär. 

Es ist wesentlich zu bemerken, daß der eben bewiesene 

Satz nur unter der Voraussetzung gilt, daß bei einem positiven 

Umlauf um die Fläche T' die Begrenzungsstücke in der Reihen- 

- - + + 
folge AB AB durchlaufen werden. 

Wir woUen einer späteren Anwendung wegen aus den 
vorausgehenden Entwicklungen für den Fall eine Folgerung 
ziehen, daß zwar die Größen g^ und g^ reell aber zwei der 
Größen e^ komplex sind. Wir wählen die Bezeichnung so, 
daß die Größe e^ reell und die Größe e^ — e^ positiv imaginär 
ist. Das Dreieck der Verzweigungspunkte ist in diesem Fall 
gleichschenklig, die Winkel ß^^ und ß^ sind einander gleich. 
Je nachdem ßg negativ oder positiv ist, liegt der erste oder 

der zweite der oben be- 
trachteten Fälle vor (vgl. 
die nebenstehenden Figuren 
mit den Figuren 19 und 20). 
Die Größen k^ und 1c ^ sind 
in diesem Fall konjugiert 
imaginär, folglich auch die 
Größen iP und RK Weil 
die Vorzeichen der Wur- 
zeln R und R' so gewählt sind, daß ihre reellen Teile positiv 
sind, so sind auch diese beiden Größen konjugiert imaginär. 
Folglich haben auch die Integrale K und K' konjugiert ima- 
ginäre Werte. 





Fig. 21. 



Fig. 22. 
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Infolge der im § 21 getroffenen Bestimmung ist 

% 

zu setzen. Es ist daher bis auf Multipla von 2% {% 35, Nr. 12 
und 15) 

arc öj = arc K— — 
und 

arc »3 = arc -K"' + Y =^ ~ ^^^ -^+ T ' 

Demnach haben die Perioden (o^ und üj^ konjugiert imagi- 
näre Werte. 

Da nun, wie oben gezeigt worden ist, arc K zwischen 
und Y oder zwischen und — y liegt, je nachdem der erste 
oder der zweite Fall eintritt, so liegt arc (o^ im ersten Fall 
zwischen und j- , im zweiten zwischen — ^ und — — • 

4 ' 4 2 

Auf jeden Fall ist der reelle Teil von a^ positiv, der imagi- 
näre negativ. Demnach sind die beiden Größen 

j <ö- — ö). 
©2 = <»1 + C>3 ™<1 -i~ 



reell und positiv. Je nachdem der erste oder der zweite Fall 
vorliegt, ist die erste oder die zweite die größere. 

§ 37. Die Periodizit&tsmodnln des Integrals zwei- 
ter Gattung. Die Periodizitätsmoduln des Normalintegrals 
zweiter Gattung 

an den Querschnitten A und J5 bezeichnen wir mit 21^^ und 2ri^. 
. Sie haben die Werte (vgl. § 30, Fig. 14) 

Im § 35 haben wir die Gleichungen bewiesen (Nr. 7) 

u{e^ -=co^, Og = cDi + (»3 . (v = 1, 2, 3) 

Für die Perioden des Normalintegrals zweiter Gattung 
gelten die analogen Gleichungen: 

(1) g(0 = '?,, % = % + %• (»'=1,2,3) 
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Der im § 35 geführte Beweis bedarf nur einer geringen 
Modifikation, um auf den vorliegenden Fall anwendbar zu 
werden. Wir haben bei diesem Beweis davon Gebrauch ge- 
macht, daß das Integral erster Gattung u(o) gegen Null kon- 
vergiert, wenn der Punkt o ins Unendliche ruckt. Dem Inte- 
gral g(ö) kommt diese Eigenschaft nicht zu, es wird vielmehr 
im unendlich fernen Punkt unendlich, aber in der Umgebung 
dieses Punktes ist wenigstens die Summe 

g(o,) + £(o,) = (§33, Nr. 6) 
und dies genügt für unsern Beweis. 

Aus den Gleichungen (1) folgt 

xdx Cxdx 

Zwischen den vier Halbperioden (Oij(o^,ri^j % besteht eine 
einfache Beziehung. Um sie abzuleiten, bilden wir das Integral 

I=/«(o)dg(o) 

und erstrecken die Integration im positiven Sinn über die 
vollständige Begrenzung der Fläche T\ Wir erhalten (vgl. 
§ 30, Fig. 14) 

p+\ rm c\- rv-\ 

J \i\ t/l/<l t/l*l J \*\ 

Das Differential 

ist auch in der unzerschnittenen Fläche T einwertig, dagegen ist 
längs des Querschnitts A 

■*• " o 

längs des Querschnitts B 

w — w = 2CÖ3. 
Folglich ist 

also 

(2) J=4(cDii2s-cJ8%)- 
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Andererseits ist das Integral I gleich 2ni-mdX der Summe 
der Besidnen, die den ünstetigkeitspunkten des Integranden 

2'=M(o)r(o) 

entsprechen. Im Endlichen bleibt das Produkt s • /' überall 
stetig; folglich gehört zu keinem Punkt im Endlichen ein 
Residnnm. Im Unendlichen wird jede der beiden Funktionen 
u{p) und g'(o) zur ersten Ordnung Null und zwar ist 

lim yxu{p) = 1 und lim yi g'(o) =- |, 
also 

lima;J' = ^. 

Der Koeffizient von — in der Reihenentwicklung der 

Funktion T nach absteigenden Potenzen von x ist also » \y 
das zugehörige Residuum folglich — — 1 (§ 27). Demnach ist 

Der Vergleich mit (2) ergibt 

Man bezeichnet diese Gleichung als Legendresche Relation. 
An den charakteristischen Eigenschaften des Normal- 
integrals zweiter Gattung wird nichts geändert, wenn wir zu 
ihm das mit einer beliebigen Konstanten multiplizierte Normal- 
integral erster Gattung addieren. Über die Konstante können 
wir derart verfügen, daß der Periodizitätsmodul am Querschnitte, 
verschwindet. Wir setzen 

(4) Z{o)^l(p)-^^u{o). 

Der Periodizitätsmodul des Integrals Z{o) am Querschnitt A 
ist — wie gefordert ist — =0, der Periodizitätsmodul am 
Querschnitt B hat den Wert 

2^3-5-2«., = -^' s.(3) 

Da im unendlich fernen Punkt das Normalintegral u{o) 
verschwindet, so gilt auch für das Integral Z{p) im unendlich 
fernen Punkt die Gleichung 

lim [z(o) - yx\ = 0. 
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Wir bezeichnen auch das Integral Z{6) als ^^ormal- 
integral zweiter Gattung." Um es von dem Integral %{p) zu 
unterscheiden, bezeichnen wir g(ö) als ^^algebraisch normiert", 
Z{o) als „transzendent normiert". 

§ 38. Die Perioden des ITormalintegrals dritter 
Oattnng. Die Perioden des Normalintegrals dritter Gattung 



W(0 0) = / -,— ' r 



an den Querschnitten A und B bezeichnen wir mit 21^ und 2^^. 
Um sie zu berechnen, bilden wir die beiden Integrale 

(1) I ^fu{o)dw(o/ö) 
und 

(2) J^ßio)dw(p/d). 

Die Integration erstrecken wir im positiven Sinn über 
die vollständige Begrenzung der Fläche T\ Innerhalb dieser 
Fläche SLod die beiden Integranden J' und J' einwertig. Wir 
erhalten (vgl. die entsprechende Rechnung im vorigen Para- 
graphen): 

(3) 7-4(a,,|,-«,y, 

Wir berechnen nun die Integrale I und J mittels der 
Residuen. 

Der Integrand 

. r^u(p)w\o/d) 

wird im Endlichen unstetig in den Verzweigungspunkten e^, 
in diesen bleibt aber das Integral stetig und zweitens im Punkt 
d(a; = a, 5 =' a). In diesem Punkt wird 

w (od) == ^, ' -r • — 

zur ersten Ordnung unendlich und es ist 
lim (a; — a)r=w(d). 
Dem Punkt d entspricht also das Residuum u(d). 
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Im Unendlichen wird u{6) Null zur ersten Ordnung und 
w\o/d) wird Null zur zweiten Ordnung, der Integrand J' wird 
also Null zur dritten Ordnung, folglich bleibt das Integral im 
Unendlichen stetig (§ 27). Somit ist 

I = 2%iu{S). 
Der Vergleich mit (3) ergibt 

(5) <»il3-G53^1 = Y «*(*)• 

Der Integrand 

r^i{p)w\oi8) 

wird im Endlichen unstetig erstens in den Verzweigungs- 
punkten, aber in diesen bleibt das Integral stetig und zweitens 
im Punkt S. Diesem Punkt entspricht das Residuum g(d). 
Für die Umgebung des unendlich fernen Punktes gelten die 
Reihenentwicklungen (§ 33, Nr. 4 und § 34, Nr. 3) 

In der Reihenentwicklung des Integranden J' nach absteigenden 

Potenzen von Yx kommt somit kein in — multipliziertes Glied 

vor. Folglich ist das entsprechende Residuum gleich Null. 
Demnach ist 

Der Vergleich mit (4) ergibt 

(6) '?il,-%gx-=YS(«)- 

Aus (5) und (6) folgt mit Bücksicht auf die Legendre- 
sche Relation (Gleichung (3) des Torigen Paragraphen): 

Außer den Periodizitätsmoduln an den Querschnitten Aj B 
besitzt das Normalintegral w(o/d) noch zwei weitere an den 
Sperrlinien L und i', die von einem Punkt der Begrenzung 
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der Fläche T' aus nach dem Punkt d und dem unendlich fernen 
Punkt hinfahren (§ 34). 

Längs der nach dem Punkt 8 führenden Sperrlinie L ist 

w — w =^2%i, längs der nach dem unendlich fernen Punkt 
führenden Sperrlinie L' ist 

+ - o • 

W — W ^ — ZTCl. 

Das Integral 

(8) W{o/d) = wio/S) - I; [u(o) - u(ö)] 

besitzt dieselben Unstetigkeiten wie das Integral w(o/S), An 
den Sperrlinien L und L' besitzen beide Integrale dieselben 
Periodizitätsmoduln. 

Am Querschnitt Ä besitzt W(o/d) den Periodizitätsmodul 
Null; sein Periodizitätsmodul am Querschnitt B hat den Wert (5) 

Wir haben die Bestimmung getroffen, daß im Punkt d 

lim [w(p/d) — log (u{o) — M(d))] = 
ist (§ 34), folgKch ist auch (8) 

(9) lim [W(o/d) - log (u{o) - u{d))] = 0. 

Wir bezeichnen — im Einklang mit der für die Integrale 
zweiter Gattung aufgestellten Definition — das Integral w(p/d) 
als „algebraisch normiertes" Integral dritter Gattung, das Integral 
W(o/d) als „transzendent normiertes". 

§ 39. Änderung des Querschnittsystems. Im § 32 

haben wir bereits darauf hingewiesen, daß sich die Werte der 
Periodizitätsmoduln ändern, wenn das Querschnittsystem ge- 
ändert wird. Wir wollen dies nun genauer untersuchen. 
Dabei beziehen wir uns auf die Periodizitätsmoduln des Normal- 
integrals erster Gattung; unsere Betrachtungen gelten aber 
auch für die Periodizitätsmoduln der algebraisch normierten 
Integrale zweiter und dritter Gattung. 

Wir haben bisher vorausgesetzt, die Bezeichnung sei so 
gewählt, daß man bei einem positiven Umlauf um die Fläche T' 
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vom — Rand des ersten Querschnitts auf den — Rand des 
zweiten und vom -f-Rand des ersten auf den +Rand des 
zweiten gelangt. Diese Voraussetzung ist für die in den vor- 
ausgehenden Paragraphen bewiesenen Sätze, insbesondere für 
den Satz des § 36 über den Periodenquotienten wesentlich. 
Wir halten an ihr auch im folgenden fest, ziehen also nur 
solche Änderungen des Querschnittsystems in Betracht, bei 
denen sie in Geltung bleibt. 

Wir bezeichnen mit J.', B' ein zweites Paar von Quer- 
schnitten, durch die die Fläche T in eine einfach zusammen- 
hängende Fläche verwandelt wird, mit 2 cd/, 203' die Perio- 
dizitätsmoduln des Normalintegrals erster Gattung an den- 
selben. 

Zunächst lassen wir den Querschnitt Ä' mit dem Quer- 
schnitt Ay den Querschnitt B' mit dem Querschnitt B zu- 
sammenfallen, ändern aber die Bezeichnung der Ränder. Wenn 
wir den -f Rand von Ä' mit dem —Rand von Ä und den 
— Rand von Ä' mit dem + Rand von Ä zusammenfallen lassen, 
so müssen wir auch den + Rand von B' mit dem — Rand von B 
und den — Rand von B' mit dem + Rand von B zusammenfallen 

lassen, damit sich bei einem positiven Umlauf von der Fläche T' die 

+ + - - 
Reihenfolge A\ B\ A, S ergibt. Zwischen den Perioden 2g}^ 

und 2(d/ bestehen die Beziehungen 

(1) OJ/ = — ©1, CÖ3' = — 03. 

Wir können noch eine zweite Änderung der Bezeichnung 
vornehmen: wir lassen den Querschnitt Ä mit dem Querschnitt 
B und B' mit A zusammenfallen. Wenn der + Rand von A' 
mit dem -fRand von B zusammenfällt, so muß der +Rand 
von B' mit dem —Rand von A zusammenfallen, damit bei 
einem positiven Umlauf um die Fläche T' die festgesetzte 
Reihenfolge stattfindet. Zwischen den ursprünglichen und den 
neuen Perioden bestehen die Gleichungen 

(2) (ö/=a)g, 03'= — (Dl. 

Indem wir die zuerst besprochene Änderung des Quer- 
schnittsystems mit der zweiten kombinieren, können wir be- 
wirken, daß der -f Rand von Ä mit dem —Rand von B und 
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der +Rand von JS' mit dem +Rand von A zusammenfällt. 
Für diesen Fall gelten die Gleichungen 



O = — GJ 



zy 



(öo = (D. 



Wir haben bisher die Gestalt des Quersehnittsystems un- 
geändert gelassen und nur die Bezeichnung der einzelnen Teile 
geändert; wir wollen nun auch die Gestalt verändern. Da ist 
zunächst zu bemerken: zwei Querschnittsysteme, die beide die 
Fläche T in eine einfach zusammenhängende Fläche ver- 
wandeln, sind als nicht wesentlich verschieden zu betrachten, 
wenn das eine durch eine stetige Deformation, bei der kein 
Verzweigungspunkt überschritten wird, in das andere über- 
geführt werden kann. Wir brauchen uns daher nur mit 
solchen Änderungen des Querschnittsystems zu beschäftigen, 
die sich nicht auf diese Weise herstellen lassen. 

Wir lassen zunächst den Querschnitt B und die Bezeich- 
nimg seiner Ränder unverändert, ersetzen aber den Querschnitt 
A durch einen vom — Rand von B zum +Rand führenden 
Querschnitt A\ der den Querschnitt A einmal überschreitet. 
Diese Überkreuzung kann in der Richtung vom — Rand zum 





Fig. 23. 



Fig. 24. 



+ Rand (Fig. 23), oder in der entgegengesetzten Richtung 
(Fig. 24) stattfinden. Im ersten Fall ist das über A! in der 
Richtung vom —Rand des Querschnitts B zum -|-Rand er- 
streckte Integral 

'dx 



ß 



OJi 



= 203— 2aji, im letzteren Fall hat es den Wert 2(05+2 
(§ 30). Dieses Integral stellt den neuen Periodizitätsmodul am 
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Querschnitt B dar. Der Periodizitätsmodul am Querschnitt A' 
ist gleich dem ursprünglichen Periodizitätsmodul am Quer- 
schnitt Äf weil der Querschnitt B keine Änderung erfahren 
hat. Demnach ist 

o/ = oji, 0J3' = qp (Dj + CÖ8 • 

Wählen wir den neuen Querschnitt A' so, daß er den 
Querschnitt A wiederholt überschreitet, während der Quer- 
schnitt B nach wie vor unverändert bleibt, so treten an Stelle 
der vorstehenden Gleichungen die folgenden 

(3) 0/== Ol, 033'= VOi + (Dg, 

V bedeutet eine ganze, positive oder negative Zahl. 

Die Substitutionen (1), (2) und (3), die auf die Perioden 
anzuwenden sind, wenn das Querschnittsystem eine der drei 
elementaren Änderungen erfährt, haben die beiden gemeinsamen 
Eigenschaften: 

die Substitutionskoeffizienten sind ganze Zahlen und 
die Substitutionsdeterminante ist =1. 

Einer Änderung des Querschnittsystems, die sich aus den 
drei elementaren Änderungen zusammensetzen läßt, entspricht 
eine Substitution 

(4) 0/ = aoji -t- i3a>8, Og' = yco^ + S(o^, 

die aus den drei elementaren Substitutionen (1), (2) und (3) 
zusammengesetzt ist. Sie teilt mit diesen die Eigenschaft, daß 
ihre Koeffizienten ganze Zahlen sind, und daß ihre Deter- 
minante 

<5) ccd-ßy^l 

ist. 

Es läßt sich nun leicht zeigen, daß jede Substitution (4), 
die diese beiden Eigenschaften besitzt, aus unseren drei ele- 
mentaren zusammengesetzt werden kann. 

Zum Beweis nehmen wir zunächst an, es sei j3 = 0. Dann 
muß wegen (5) entweder 

oder 

a=^d 1 

sein. 

Durftge-Manrer, elliptische Funktionen. 5. Aufl. 9 
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Im ersteren Fall hat die Substitution (4) bereits die 
Form (3), im zweiten Fall setzen wir 

0/= — ßj, 03'= — ßg. 
Aus (4) folgt nun 

In diesem Fall läßt sich also die Substitution (4) aus 
den beiden Substitutionen (1) imd (3) zusammensetzen. 

Wenn ß von Null verschieden ist, können wir die Sub- 
stitution (4) aus einer der Substitutionen (2) oder (3) und 
einer Substitution 

zusammensetzen, deren Koeffizienten entweder der Bedingung 

I|8'!<ll8| 
oder der Bedingung 

ß'=ß, |«'|<|/3|^|a| 
genügen. 

Zu dem Zweck wenden wir, wenn 

Ii3|>kl 

ist, eine Substitution der Form (2) an und setzen 

Oj = ßg, 053= — «^1 . 
Aus (4) folgt 

(öj' = ßSl^ + «^3, OJ3' = — S£l^ + yßg . 

Es ist demnach 

ß'^cc also \ß'\<\ß\. 
Ist dagegen 

Ii8|^l«|, 
SO wenden wir eine Substitution der Form (3) an und setzea 

Wir erhalten 

<^i ={cc + ßv)Sl^ + ßSl^y (o^ = (y + Sv)Sl^ + dßj. 

Die Zahl v wählen wir so, daß 

W\ = \a + ßv\^\{ 
ist. 
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Es ist einleuchtend, daß wir auf diesem Weg schließlicli 
zu einer Zerlegung der Substitution (4) in elementare Sub- 
stitutionen gelangen müssen. 

Es bleibt zu untersuchen, welche Beziehungen zwischen 
den Perioden 2(X)^ und 2o/ bestehen, wenn die Querschnitt- 
systeme Ä, B und A\ S nur der Bedingung unterliegen, daß 
sie die Fläche T einfach zusammenhängend machen. 

Zu dem Zweck gehen wir von der Bemerkung aus: den 
Wert, den das Integral 

dx 



ß 



annimmt, wenn die Integration über eine geschlossene Kurve L er- 
streckt wird, die die Querschnitte ^,^undJ.',JB'beliebig überkreuzt, 
läßt sich sowohl in der Form a - 2(Dy^ + ß - 2(o^ als auch in der 
Form «'• 2aj/+ j3'- 20J3' darstellen, wo a, ß, a, ßf ganze Zahlen 
bedeuten. Es ist daher 

Über das eine der Zahlenpaare a, ß und «', ß' können wir 
verfügen, indem wir den Weg passend wählen. Daraus folgt: 
es müssen gleichzeitig Gleichungen der Form 

(4) (Di'=aOi + jSojj, GJ3'=yo'i+ *fi^8 

und Gleichungen der Form 

Oj = a ©i + j3 (Dg , »8 = y 0^1 + ^ ß^s 
mit ganzzahligen Koeffizienten bestehen. Dies ist nur möglich, 
wenn die Substitutionsdeterminante 

a8 — ßy^±\ 

ist. Hat sie den Wert + 1, so läßt sich die Substitution (4) 
aus den elementaren Substitutionen (1), (2) und (3) zusammen- 
setzen und das Querschnittsystem Aj B läßt sich daher durch 
die entsprechenden elementaren Änderungen in das Querschnitt- 
system Ay B' überführen. Wenn die Substitutionsdeterminante 
den Wert — 1 hat, so müssen wir zu unseren drei Elementar- 
substitutionen noch die Substitution 

(6) 0/ =0)1, Og' = — ©3 

hinzufügen, um die Substitution (4) zusammensetzen zu können. 
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Der Substitution (6) eDtspricht die Vertauschung der Bänder 
des Querschnittes By während die Bezeichnung der Bänder des 
Querschnittes A ungeändert bleibt. Eine derartige Änderung 
des Querschnittsystems ist aber unzulässig, denn sie verstößt 
gegen die Bestimmung, daß man bei einem positiven Umlauf 
um die Fläche T' vom +Rand des ersten Querschnittes auf 
den +Rand des zweiten gelangt. Folglich ist der Fall aus- 
zuschließen, daß die Determinante der Substitution (4) den 
Wert — ■ 1 besitzt. 

Damit ist bewiesen: 

Jeder zulässigen Änderung des Querschnittsystems 
entspricht eine Transformation der Perioden durch 
eine lineare homogene Substitution. Die Substitu- 
tionskoeffizienten sind ganze Zahlen; ihre Determi- 
nante hat den Wert + 1. Umgekehrt entspricht jeder 
derartigen Periodentransformation eine zulässige 
Änderung des Querschnittsystems. 

Man bezeichnet zwei Perioden, aus denen sich alle übrigen 
zusammensetzen lassen, als „primitives Periodenpaar^^ 

Der Transformation (4) der Perioden entspricht die Trans- 
formation 

y + ^r 



r = 



a+/Jr 
des Periodenquotienten 



T = -» 



0>1 



Wir setzen, Reelles und Imaginäres trennend, 
und erhalten mit Rücksicht auf (5) 



(a + ^X)«+^*l^ 



Da die Größe Y positiv ist, so ist auch F' positiv.*) 

Der imaginäre Teil des Periodenquotienten r ist 
positiv imaginär, wie auch immer das Querschnitt- 



*) Der Beweis setzt nur voraus, daß die Substitutionskoeffizienten 
reell sind und daß ihre Determinante positiv ist; daß sie den Wert 1 
hat, kommt nicht in Betracht. 
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System gewählt werden mag^ vorausgesetzt^ daß man 
die Begrenzung der Fläche T' im positiven Sinn durch- 
laufend vom + Rand des ersten Querschnitts auf den 
+ Rand des zweiten gelangt.] 

Das Normalintegral erster Gattung und die algebraisch 
normierten Integrale zweiter und dritter Gattung bleiben un- 
geändert^ wenn das Querschnittsystem geändert wird, denn die 
betreffenden Integranden hängen in keiner Weise von der An- 
lage des Querschnittsystems ab. Dagegen gehen in die Aus- 
drücke der transzendent normierten Integrale zweiter und 
dritter Gattung 

Z{o) = %{p)-^u{p) (§37) 

W{ol8) = w{pl8) - ^ [„(c) _ „(*)] (§ 38) 

die Perioden (o^ und ly^ ein; diese Integrale ändern sich dem- 
nach mit dem Querschnittsystem. 



Vierter Abschnitt. 

Darstellung der rationalen Funktionen der Fläche T 
durch transzendente Funktionen. 

§ 40. Die Funktionen P(pl6) und S{ol6). Um das 

Normalintegral dritter Gattung eindeutig zu definieren, haben 
wir eine Fläche T" konstruiert, indem wir von einem Punkt 
der Begrenzung der Fläche T' aus eine Sperrlinie L nach dem 
ünstetigkeitspunkt 8 des Integrals und eine Sperrlinie V nach 
dem unendlich fernen Punkt zogen (§ 34). Der Periodizitäts- 
modul des Integrals an der Sperrlinie L ist 27ti, der an der 
Sperrlinie L' ist — 2jti, Das transzendent normierte Integral 
dritter Gattung W(p/d) ist am Querschnitt A stetig, am Quer- 
schnitt B besitzt es den Periodizitätsmodul 

^■«(d) (§38). 

Im Punkt d (x==a, 5=a) bleibt die Differenz 

W(o/d) — log (x-a) 
stetig und es ist 

(1) lim [ W(p/S) - log {u(o) - u{ä))] = (§ 38, Nr. 9). 
Im unendlich fernen Punkt bleibt die Differenz 

limlW(p/ä) + log u(p)] 

stetig (vgl. die Reihenentwicklungen § 32 Nr. 2 und § 34 Nr. 3). 
Wir bilden nun die Funktion 

(2) P{o/d) = e^^of^). 

Diese Funktion bleibt an den Sperrlinien L und L' stetig; 
diese Sperrlinien sind also nicht erforderlich, um die Funktion 
eindeutig zu machen. 
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Die Funktion P(o/*) ist in der Fläche T ein 
wertig. 

Im Punkt 8 bleibt die Funktion stetig; sie wird in diesem 
Punkt Null zur ersten Ordnung. Zufolge (1) ist in diesem 
Punkt 
(3) lim^^^^^l. 

Im unendlich fernen Punkt wird die Funktion zur ersten Ord- 
nung unendlich. Von diesen beiden Punkten abgesehen ist 
die Funktion P(o/S) in der Fläche T überall stetig und von 
Null verschieden. 

Am Querschnitt Ä ist die Funktion stetig; am Quer- 
schnitt B ist 

(4) ziz^=e^*''<r 

+ 

Hier bedeutet o einen beliebigen Punkt auf dem + Rand des 
Querschnitts B, o den gegenüberliegenden Punkt auf dem 
— Rand. 

Um die Funktion P(p/ö) zu bilden, haben wir das trans- 
zendent normierte Integral dritter Gattung benutzt; wir können 
ebenso gut das algebraisch normierte Integral w{o/d) heran- 
ziehen. Wir setzen, unter c eine verfügbare Konstante ver- 
stehend, 

(5) 8(o/S) = e«'(o/(r)-c[u(o)-«(j)] ^ 

Da (§ 38 Nr. 8 und 7) 

w(o/S)^W{o/d) + ^^lu(o)-u{d)-] 
und 

l-m<^.-<S)Vr (" = 1,2,3) 
ist, so ergibt sich für den Exponenten auf der rechten Seite 
der Gleichung (5) der Ausdruck 

Tr(0/d)+ [g(d)-C-^«(<J)][M(0)-M(<J)]. 

Wir setzen c = 5((J) und erhalten mit Rücksicht auf (2) 

(6) S(o/d) = ^io/6)-Umu{o)^u{6)] 

«= 6 *^ P(o/o). 
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Am Querschnitt Ä ist die Funktion P(o/ö) stetig, folg- 
lich ist 



(7) 


an A: 


S{o/d) ^ 


= e- 


itiM'^), 


Am Querschnitt B ist wegen 


(6) 


und (4) 






Sioß) 




t*((r)+^tt(d 



Zufolge der Legendreschen Relation (§ 37 Nr. 3) ist 



2^tfl>8 __ !^ == 2i7 



Folglich ist 



+ 



Sifild) 



(8) an B: ^J^ = c-«^.»W. 

Aus (3) und (6) folgt femer: im Punkt d ist 

(9) Um-#/\, = l. 
^ ^ u{o) — u{S) 

Die Funktionen P{o/d) und S(p/d) haben die folgenden charak- 
teristischen Eigenschaften gemein: 

Sie sind in der Fläche T' einwertig und im Endlichen 
überall stetig; im Unendlichen werden sie zur ersten Ordnung 
imendlich. 

Sie verschwinden nur in einem Punkt der Fläche T' 
— im Punkt d — und zwar nur zur ersten Ordnung. 

Beim Überschreiten der Querschnitte scheiden sie kon- 
stante Periodizitätsfaktoren aus. 

Zwischen den Funktionen P{o/d) und S(o/d) besteht ein 
ähnlicher Unterschied wie zwischen den transzendent und den 
algebraisch normierten Integralen: die Funktion P(o/d) bleibt 
am Querschnitt A stetig, die Funktion S(o/d) dagegen besitzt 
an diesem Querschnitt einen Periodizitätsfaktor; die Funktion 
8{o/ä) hängt nicht von der Anlage des Querschnittsystems ab, 
wohl aber die Funktion P{o/d), 

§ 41. Darstellung der rationalen Funktionen der 
Fl&che T mittelst der Funktionen JP{o/ö) und S(p/d). 
Das Abelsche Theorem. Mittelst der Elementarfunktion 
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P(o/d) laßsen sicli die rationalen Funktionen der Fläche T in 
sehr einfacher Weise darstellen. 

Es sei eine rationale Funktion F(o) der Fläche T von 
der w-ten Ordnung vorgelegt. Wir bezeichnen die Nullpunkte 
dieser Funktion mit d^, tfg, . . ., d„, ihre Unstetigkeitspunkte 
mit «1, fg, . . ., £„. 

Die Nullpunkte und die Unstetigkeitspunkte brauchen 
nicht alle untereinander verschieden zu sein: wird etwa die 
Funktion F im Punkt d^ Null zur m-ten Ordnung, so ist 
tf j =r ^j = . . . x== (J^ zu setzen. 

Dieselben Nullpunkte und Unstetigkeitspunkte besitzt die 

Funktion 

P{o/S,)P{o/S,)...P{o/$„) 



(1) F,{o) 



P{0M P{0/B,) . . . Pi0/S„) 



Im unendlich fernen Punkt wird zwar jede der Funktionen 
P(o/d^) und P(o/€^) zur ersten Ordnung unendlich, aber diese 
Unstetigkeiten kompensieren sich, die Funktion F^(o) bleibt 
stetig. Diese Funktion besitzt also keine anderen Nullpunkte 
und Unstetigkeitspunkte als die Funktion F{o), 

Am Querschnitt Ä bleibt jede der P- Funktionen stetig, 
also auch die Funktion F^{o), Am Querschnitt B ist (siehe 
Gleichung (4) des vorigen Paragraphen) 



F,{o) ^-^ 



(2) ^A}yi ^ e 

Der Quotient 

ist in der Fläche T' einwertig und wird nirgends Null oder 
unendlich. Am Querschnitt Ä ist er stetig, am Querschnitt B 
ist zwar der Nenner stetig, aber für den Zähler gilt die Glei- 
chung (2). Folglich ist am Querschnitt B 

n 

(4) m^e^^i 

^ ' Q{o) 

Weil die Funktion Q(o) in der einfach zusammenhängenden 
FUUihe T' nirgends Null oder unendlich wird, so ist ihr Lo- 
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garithmus in dieser FK-che einwertig und stetig. Zu beiden 
Seiten des Querschnitts A besitzt die Funktion Q(o) dieselben 
Werte, daher können sich die Werte des Logarithmus nur um 
ein Multiplum von 2üci unterscheiden. Es ist also 

(5) am Querschnitt Ä: 

log Q{o) — log Q{o) = ^ • 27ti. 
Wegen (4) ist 

(6) am Querschnitt B: 

n 

log Q{1) - log (2(ö) = Ji^ [«(•*.) -«(Ol - ^ • 2«i. 

1=1 

l und ^ bedeuten nicht näher bestimmte ganze Zahlen. 

Weil die Funktion log Q in der Fläche T' einwertig und 
stetig ist und an den Querschnitten konstante Periodizitäts- 
moduln besitzt, so ist sie ein Integral erster Gattung (§ 32). 
Es ist demnach 

(7) logQ{o) = b^u(p) + c, 

wo b und c Konstante bedeuten. 

Das Integral erster Gattung auf der rechten Seite der 
vorstehenden Gleichung hat am Querschnitt A den Periodizitäts- 
modul b'2(o^, am Querschnitt B den Periodizitätsmodul 6-2aj3. 
Der Vergleich mit (5) ergibt 

(8) b = ^-* 
und aus (6) folgt sodann 

(9) ^ KS^)-<^)] = 2^*»! + 2^0,3, 

r = l 

WO A, ^ ganze Zahlen bedeuten. 

Wir haben früher eine algebraische Beziehung zwischen 
den Nullpunkten und den Unstetigkeitspunkten einer rationalen 
Funktion der Fläche T nachgewiesen (§ 25), die Gleichung (9) 
gibt eine transzendente Relation zwischen diesen Punkten. 
Man bezeichnet den Inhalt dieser Gleichung als Abelsches 
Theorem. 

Setzen wir den Wert (8) in (7) ein, so folgt 

log Q(o)=!^u{o) + e 
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und hieraus mit Rücksicht auf (3) und (2) 

(10) F{o) ^ Konst. e-'^"^°' ; >f ^ Ifl'^] ' ' -y/-; • 

Diese Darstellung der Funktion F{p) mittelst der Elementar- 
funktion P{o/d) setzt ihre Nullpunkte und Unstetigkeitspunkte 
in Evidenz. 

Aus dem Gang der Entwicklung ergibt sich, daß diese 
Darstellimg immer möglich ist, wenn die Punkte d^ und s^ 
den Bedingungen des Abelschen Theorems (9) genügen; weiteren 
Bedingungen unterliegen diese Punkte nicht. 

Führt man in die Gleichung (10) an Stelle der P-Funk- 
tionen die entsprechenden /S-Funktionen ein, so ergibt sich 
eine Gleichung der Form (vgl. Gleichung (6) des vorigen Para- 
graphen): 

(11) F(o) = Konst. ^»(o)-» |^, )y.)--y«) 

^ ^ ^ ^ S{0/Si) S{0/S^) . . . S{0/Sn) ' 

und zwar ist 

n 

au(o) + h = - ^-^u{o) + 5-M(o)_2'[«(*J-«(0] 

n 
r = l 

Hieraus folgt mit Rücksicht auf (9) 

und auf Grund der Legendreschen Relation (§ 37 Nr. 3) 

Wir substituieren diesen Wert in (11) und vereinigen den 
Faktor e^ mit der multiplikativen Konstanten. Es folgt: 

(12) F{o) ^ Konst. ,(«^^x + 2^..).(o) MM^^^Z^^ 

Ein besonderes Interesse bietet der Fall, daß die n Null- 
punkte der Funktion F{p) in einen Punkt 8 und ihre n Un- 
stetigkeitspunkte in einen Punkt e zusammenfallen. Auf Grund 
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des Ab eischen Theorems müsseü die Pnnkte d und e der Be- 
dingung 

(13) uid)-uis)^^<o, + ^a>, 

genügen, wo X und ^ ganze Zahlen bedeuten. 
In diesem Fall ist die Funktion 

(14) 4>(o)-i/5W-Koii.l.e"S""^ (10) 

zwar nicht in der Fläche T, wohl aber in der einfach zu- 
sammenhängenden Fläche T' einwertig. Die Periodizitäts- 
faktoren, die die Funktion an den Querschnitten ausscheidet, 
sind w-te Einheitswurzeln. 

Wir werden auf diese „Wurzelfunktionen" noch ausführ- 
licher zurückkommen. 

Aus dem Ab eischen Theorem ergibt sich eine Folgerung, 
die für unsere weiteren Entwicklungen von grundlegender 
Bedeutung ist. 

Wir haben früher bewiesen, daß es keine rationale Funk- 
tion der Fläche T von der ersten Ordnung gibt. Wir schließen 
nun hieraus: 

Zwischen den Werten, die das Normalintegral 
erster Gattung u(o) in zwei verschiedenen Punkten d 
und s der Fläche T annimmt, kann keine Gleichung 
der Form 

mit ganzzahligen Koeffizienten X^fi bestehen. 

Wenn nämlich eine derartige Gleichung bestände, so könnten 
wir eine rationale Funktion der Fläche T 

bilden; die Ordnung dieser Funktion wäre = 1. 

Wenn wir den Integrationsweg nicht auf die Fläche T' 
beschränken, sondern die Möglichkeit offen lassen, daß er die 
Querschnitte beliebig oft überkreuzt, so kann das Integral u(p) 
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in einem Punkt der Fläche T unendlich viele verschiedene 
Werte erlangen, die sich um Multipla der Perioden unter- 
scheiden. Unser Satz besagt, daß das Integral erster Gattung 
auch bei unbeschränktem Integrationsweg nicht in zwei ver- 
schiedenen Punkten der Fläche T denselben Wert annehmen 
kann. 

§ 42. Die Funktionen a(p) und JEr(o). Wir haben im 
vorausgehenden die rationalen Funktionen der Fläche Tmittelst der 
Elementarfunktionen P(p/S) und 8(p/d) dargestellt, die nur in 
einem Punkt, dem Punkt d, verschwinden und nur in einem 
Punkt, dem unendlich fernen Punkt, unendlich werden. Für 
die Darstellung der rationalen Funktionen kommt nur der 
Nullpunkt der Elementarfunktionen, aber nicht ihr Unstetig- 
keitspunkt in Betracht. Es liegt daher nahe zu fragen, ob es 
nicht eine Funktion gibt, die von jeder ünstetigkeit frei ist, 
aber für die Darstellung der rationalen Funktionen der Fläche 
dieselben Dienste leistet. Eine derartige Funktion werden 
wir offenbar erhalten, wenn wir die Funktion S(o/d) mit einer 
Funktion 0(0) multiplizieren, die den folgenden Bedingungen 
genügt: 

1. Die Funktion 6(0) ist in der ganzen Fläche T' ein- 
wertig und stetig. 

2. Im unendlich fernen Punkt verschwindet sie zur ersten 
Ordnung, sie besitzt aber keine weiteren Nullpunkte. 

3. Wenn ein Querschnitt überschritten wird, so ändert 
sich die Funktion um einen Periodizitätsfaktor, auf den es für 
die Zwecke, die wir im Auge haben, nicht weiter ankommt. 

Die logarithmische Derivierte 

ist ebenso wie die Funktion 6(0) selbst in der Fläche T' 
einwertig. 

Im Endlichen ist die Funktion log 6(0) überall stetig, 
daraus folgt, daß im Endlichen das Produkt s • f(p) überall 
stetig ist (§ 27). 

Im Unendlichen bleibt das Produkt Yx • 6(0) wegen 
(2) stetig, verhält sich die Funktion f{d) wie die 
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Funktion — ö"? ^^s Produkt S'f(p) wird daher unstetig wie die 

Funktion —Yx, also in derselben Weise wie das negativ ge- 
nommene Normalintegral zweiter Gattung (§ 33). Wir setzen 
deswegen 

(4) log«y(o) = -Jg(o)^. 

Die noch zur Verfügung stehende Integrationskonstante 
wählen wir so, daß im unendlich fernen Punkt 



(5) 


lim^^=l 


ist. 


Wir haben nun die Periodizitätsfaktoren der Funktion 


6{0) 


zu bestimmen. 




Am Querschnitt A ist (4) 




d\oga{o) dloga(o) 1 ^..\ .r.^ 2^^ 
dx dx ~ s Lfe W fcWJ - s 



also 

+ _ 

(6) am Querschnitt Ä: log ^4:^ = 2rj^[u{o) + q] • 



Dementsprechend ist 



+ 



(7) am Querschnitt B: log -^ = 2riQ[u(p) + Cj] • 

Die Buchstaben c^ und Cj bedeuten Konstante, die wegen 
der Vieldeutigkeit der Logarithmen nur bis auf ein Multiplum 
von 2jti bestimmt sind. Würden wir die auf den rechten 
Seiten der Gleichungen (6) und (7) vorkommenden Integral- 
werte u{o) durch die entsprechenden Integralwerte u(o) er- 
setzen, so wären die Konstanten q, c^ um 2c3^ beziehungs- 
weise 20J3 zu vermindern. 

Unter der Voraussetzung, daß wir das kanonische Quer- 
schnittsystem zu Grunde legen, nimmt nicht nur die Funktion 
s, sondern auch die Funktion g(o) in sich deckenden Punkten 
Oj, Oj der Fläche T entgegengesetzte Werte an (§ 33). Wenn 
die Punkte o^ und o^ auf sich deckenden Wegen fortrücken, 
besteht deshalb wegen (4) die Gleichung 

dlog(j(Oi) = dlog(j(Osj). 
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Der Quotient 

(y(Oi) 

besitzt demnacli einen konstanten Wert. Wenn die Punkte 
Ol und ög ins Unendliche rücken, so ist zufolge (5) 

Hin^ = l undlim^^l. 
Da nun 

ist, so folgt 

Die Funktion <y(o) nimmt also in sich deckenden Punkten 
der Flache T' entgegengesetzte Werte an. Eine Ausnahme- 
stellung nehmen wieder die Verzweigungspunkte ein. 

Der Verzweigungspunkt e^ ist von einem unendlich nahen 
Punkt öl des oberen Blattes durch den Querschnitt A getrennt, 
von dem Punkt o^ des unteren Blattes nicht (vgl die Fig. 12, 
§ 29). Folglich ist (6) 

?^ = ^nx[<o^+<^'\^^nx\.^ifi^'-^'«x+c{\^^fix{<h-'«x) (^ 35, Nr 7) 

Zufolge (8) ist der links stehende Quotient == — 1, folg- 
lich ist 

und in gleicher Weise ist zu zeigen, daß 

ist. Substituieren wir diese Werte in (6) und (7), so folgt 



(9) 



am Querschnitt A ist: ^ = - e»''[«<»)+-J 
a{ft) 

+ 

am Querschnitt B ist: -f?^ == - e«'?«t«(ol+«,]. 



Die Funktion <y(<?), die durch die Gleichung (4) 
und die Nebenbedingung (5) bestimmt ist, genügt den 
Bedingungen (1), (2) und (3). 

Wir können nun leicht eine Funktion bilden, die in der 
ganzen Flache T' einwertig und stetig ist^ nnd nur in einem 



144 § 42. Die Funktionen a{o) und H{o), 

beliebig vorzuschreibenden Punkt d verschwindet. Wir setzen 
(§ 40, Nr. 6) 

(10) .(./*) =»^- 

Die Funktion 6(o/S) bleibt im unendlich fernen Punkt 
stetig, denn in diesem Punkt wird zwar die Funktion S(p/d) 
zur ersten Ordnung unendlich, aber die Funktion 6(o) wird 
zur ersten Ordnung Null. 

Im Punkt d ist (§ 40, Nr. 9) 

(11) Un,^» 1. 
^ ^ u{o) — u{S) 

Die Periodizitätseigenschaften der Funktion (f(o/d) ergeben 
sich aus den Gleichungen (9) in Verbindung mit den Gleichungen 
(7) und (8) des § 40. 

Am Querschnitt A ist: ^-^ e2'7x[«(ö)-u(d)+cuj 

(12) 'J 

Am Querschnitt B ist: ^^ = - 63i/,[«(o)-«((r)+a,,] 
aio/S) 

Diese Gleichimgen werden mit den Gleichungen (9) iden- 
tisch, wenn der Nullpunkt d in den unendlich fernen Punkt 
rückt. 

Bei der Definition der Funktion 0(0) haben wir das al- 
gebraisch normierte Integral zweiter Gattung g(o) benutzt 
(4). Wir führen nun statt dessen das transzendent normierte 
Integral (§ 37, Nr. 4) 

Z(o) = g(o)-^<o) 



ein und setzen 




(13) 


log^(o) = -/z((,)^. 


Wegen 






dx , 
— =-du 


folgt 




log 


ff(0)=logfl(0)-^M»+logC 


und hieraus 


1 


(14) 


ir(o) = ce"»^"'^'"tf(o). 
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Die Verfügung über die Integrationskonstaute c behalten 
wir uns vor, sie wird erst im näclisten Abschnitt erfolgen. 
Die Gleichung (14) verallgemeinernd setzen wir ferner 

(15) J(o/d) = ce--.'"^"'-"^*'%(o/<5). 

Die Funktion H(p/6) hat offensichtlich mit der Funktion 
6(o/d) den Nullpunkt gemein. 

An den Querschnitten Ä und B ist 

[m(ö) - U(d)y - [U(ö) - u{d)Y = 4CÖ,[W(Ö) + CD, - u(S)] . 

Dem Querschnitt Ä entspricht der Index v =^ 1, dem 

Querschnitt B der Index v = 3. 

Wegen (12) ist daher 

+ 

(16) Am Querschnitt J.: H(o/d) _ _ ^ 

Mit Bücksicht auf die Legen dresche Relation (§ 37, 
Nr. 3) ergibt sich 



.+ 



(17) Am Querschnitt B ist ^^ == - e"^ [u(o)-u(d)+c«,] ^ 

Die Gleichungen (16) und (17) gelten auch für die Funk- 
tion H(d). Man hat für diesen Fall nur w((J) = zu setzen. 

Durch die Konstruktion der Funktionen 6(plS) und H(o/d) 
haben wir die im Eingang dieses Paragraphen gestellte Auf- 
gabe gelöst: diese beiden Funktionen sind in der ganzen 
Fläche i'' einwertig und stetig; soweit es sich um die Dar- 
stellung der rationalen Funktionen der Fläche T handelt, er- 
füllen sie denselben Zweck wie die Elementarfunktionen 
8(o/d) und P(o/d): wir können in den Formeln (10) und (12) 
des § 41 ohne weiteres P{o/d) durch H(o/d) und S(o/d) durch 
<f(p/d) ersetzen. 

Die Formeln, die wir im vorausgehenden entwickelt 
haben, stellen die Existenz dieser Funktion sicher und lassen 
ihre charakteristischen Eigenschaften erkennen; zur Berechnung 
der Funktions werte sind sie nicht geeignet: zu diesem Zweck 
müssen wir andere Hüfsmittel heranziehen. 

Durdge-Maurer, elliptische Funktionen. 5. Aufl. IQ 
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§ 43. Analytische Fortsetzung der Funktionen g{o) 
und H(oy Wir habea tue Funktionen 0{o) und Hiö) vorerst 
nur für die eixifacli züsamniönliängende Fläche T' definiert. 
Da sich diese Funktionen überall regalär verhalten^ so können 
wir sie über die Begrenzung der Fläche 2'\ die Querschnitte 
-4 und ^j hinweg analytisch fort.getzen (Tgl. F. Th. § 47). 

Um den Zusammenhang zwischen den verschiedenen 
Funkt ionszweigen^ zu denen die analytische Fortsetzung führt, 
festzustellen, setzen wir die Funktion von einem beliebigen 
Punkt ö aus längs eines in sich zurücklaufenden Weges L 
fort und sehen zu^ welche Beziehungen zwischen dem Anfangs- 
wert und dem Endwert bestehen. Wir führen zunächst die 
Untersuchung für die Funktion H{o) durch, 

Nehmen wir an^ der Weg L überkreuze den Querschnitt 
B nicht und den Querschnitt A nur einmal. Längs dieses 
Querschnitts besteht die Relation 

(Gleichung (16) des vorigen Paragraphen). Dementsprechend 
besteht auch zwischen dem Anfangswerfc 3{o) und dem End- 
wert — er möge mit H^{o) bezeichnet werden — dieselbe 
Relation 
(1) S*ip) = -Eio). 

Kehmen wir zweitens an^ der Weg L überkreuze den 

Querschnitt A nicht^ dagegen überschreite er den Querschnitt 

B einmal und zwar in der Richtung von der + Seite zur 

— Seite. 

Wir setzen die Funktion H{o) zunächst bis zu dem 
+ 
Punkt p fort, in dem der Weg L deu + Rand des Querschnitts 

B trifft. Setzen wir dann die Funktion den Querschnitt 
überschreitend fort, so wird dem Punkt p auf dem — Rand 
des Querschnitts B der Fuuktionawert M{p) zugeordnet^ 
während ihm der Funktionswert II{p) entspricht^ wenn die 
analytische Fortsetzung ohne Überschreitung eines Querschnitts 
erfolgt. 

Wenn wir den letztem Wert längs des Stückes po des 
Weges L fortsetzen, so langen wir iu o mit dem Funktion«- 
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wert H(o) an, da ja die Funktion H in der Fläche T' ein- 
wertig ist. Setzen wir anstatt dessen den Wert 

(Gleichung (17) des vorigen Paragraphen) längs desselben Weges 
fort, so kommen wir in o mit dem Wert 

(2) H*(o) = -e->'°''-''^(') 

an. Diese Oleichung zeigt, daß es nicht darauf ankommt, an 
welcher Stelle der Querschnitt B überschritten wird. Das- 
selbe gilt selbstverständlich auch für die Überschreitung des 
Querschnitts Ä. 

Wenn wir einen beliebigen Weg einmal im einen Sinn 
und dann im entgegengesetzten Sinn durchlaufen, so kehrt die 
Funktion zum Ausgangswert zurück. Auf Grund dieser Be- 
merkung können wir einen beliebigen in sich zurücklaufen- 
den Weg L durch eine Anzahl von ebenfalls in sich zurücklaufen- 
den Wegen ersetzen, von denen ein jeder nur einen Quer- 
schnitt einmal überschreitet. Beispielsweise können wir einen 

in sich zurücklaufenden Weg X, der erst die Bänder des 

+ - 
Querschnitts A in den Punkten p, p und dann die Ränder 

des Querschnitts B in den Punkten g, q triflFfc, aus zwei 
Wegen C und C zusammensetzen, von denen der erste nur 
den Querschnitt A, der zweite nur den Querschnitt B über- 
schreitet. Der Weg C besteht aus dem Stück des Weges L 
von über p nach p und einem Weg L\ der innerhalb der 

Fläche T' von p nach o führt. Der Weg G führt längs L' 

- + - 

von nach p und von da längs L über q^ q nach o. 

Durchlaufen wir zuerst die Kurve C und dann die Kurve 

Cy SO gelangen wir vom Anfangswert H{p) ausgehend zuerst 

zum Wert — n{o) (1) imd dann zum Wert (2) 

--^[u(o) + ai,] 

Durchlaufen wir dagegen zuerst die Kurve C und dann 
die Kurve C, so gelangen wir zuerst zum Wert (2) 

-^[t*(0)+Cü,] 

10* 
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und dann zum Wert 

[u(o) + 2a>i + ai,] 

e ^ H{o) 

also zu demselben Wert. 

Die Reihenfolge in der die Querschnitte überschritten 
werden, kommt also nicht in Betracht. 

Nehmen wir an, der in sich zurücklaufende Weg L über- 
schreite den Querschnitt A A-mal, den Querschnitt B fi-maL 
Das Überschreiten soll als positiv oder als negativ gezählt 
werden, je nachdem es an der + Seite zur — Seite hin oder 
in der entgegengesetzten Richtung erfolgt (vgl. § 30). 

Der Endwert, zu dem die analytische Fortsetzung 
der Funktion B.{p) längs des Weges L führt, hängt 
nur von den Zahlen k und ft ab, ist aber im übrigen 
von der Gestalt des Weges L unabhängig. 

Diese Bemerkung gilt auch für das Integral erster Gattung 
u{o), daher gilt sie auch für die Funktion 

(Nr. 14 des vorigen Paragraphen). 

Setzen wir die Funktion längs eines in sich zurücklaufen- 
den Weges C fort, der den Querschnitt A von der + Seite 
zur — Seite hin überschreitet, so erhalten wir aus (1) die Be- 
ziehung zwischen Anfangs wert und Endwert 

KP) — ^v = — ^ "• = — e 

c{o) 

Erfolgt die Fortsetzung längs des Weges C, der den 
Querschnitt B von der -h Seite zur — Seite hin überschreitet, 
so ergibt sich aus (2) 

<?* (ö) ^ C(u iß) + 2 CO,)» - u» (0)] ~\u (0) + CO.] 

o{o) ~ 
Der Exponent der Exponentialgröße rechts ist 

also auf Grand der Legendreschen Relation 
= 2%[m(o) + oj] . 
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Wir erhalten daher für die Fortsetzung längs des Weges 
C die zu (3) analoge Formel 

... ß*(0) __ 2 1/, [u (o) + cü,] 

§ 44. Abbildung der Fl&che T auf eine schlichte 
Fl&che. Wir haben bisher einen Punkt der ^ zweiblättrigen 
Fläche T durch das zugehörige Wertsystem x, s festgelegt. 
Der am Schluß des § 41 bewiesene Satz gibt uns ein Mittel 
an die Hand^ die Punkte der Fläche T den Werten einer ein- 
zigen Variabeln zuzuordnen. Zufolge dieses Satzes kann das 
Integral erster Gattung nicht in zwei verschiedenen Punkten 
der Fläche T denselben Wert annehmen. Daraus folgt: ein 
Punkt der Fläche T ist eindeutig bestimmt, wenn einer der 
ihm zugeordneten Werte des Normalintegrals erster Gattung 
u{p) gegeben ist. Eine eindeutige Funktion des Orts in der 
Fläche T ist demnach auch eine einwertige Funktion der 
Variabein u. 

Wenn der Integrationsweg auf die einfach zusammen- 
hängende Fläche T' beschränkt wird, so ist auch umgekehrt 
der Wert des Integrals u{o) eine eindeutige Funktion des 
Orts in der Fläche T\ Das Normalintegral erster Gattung 
vermittelt demnach eine wechselseitig eindeutige Abbildung der 
einfach zusammenhängenden Fläche T' auf eine schlichte 
Ebene. Weil das Integral u nirgends unendlich wird, kann 
diese Abbildung nur ein endliches Stück der ti-Ebene bedecken. 
Um die Gestalt dieses Flächenstücks festzustellen, bilden wir 
die Begrenzung der Fläche T' — die Querschnitte A und B — 
auf die w-Ebene ab. 

Die Werte, die das Integral u{p) auf den + Rändern der 
Querschnitte A und B annimmt, sind um 2(d^ beziehungsweise 
2a)3 größer als die Werte, die den gegenüberliegenden Punkten 
der — Ränder zugeordnet sind. Daraus folgt: die beiden 
Ränder eines Querschnittes werden in zwei Parallelkurven ab- 
gebildet. Die Abbildung der Fläche T' auf die t*-Ebene ist 
also ein Parallelogramm 77; die Seiten sind Kurven, deren Ge- 
stalt von der Anlage des Querschnittsystems abhängt. Man be- 
zeichnet dieses Parallelogramm 77 als Periodenparallelogramm. 
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Bezeichuen wir die Paukte, in denen sich die Ränder der 
Querschnitte A^ B treffen, mit ^Ifiv (s. Fig. 25), Zwiaehen 
den zugeordneten Integral werten bestehen die Beziehungen 

■"^'^^^^ u{y) — «*(«) = fe(^) — m(X) = 2%. 

Wir setzen 
t*(X) + «(i^) = ii(k) + «(fi) ^ 2i^ 
und erhalten 

Fi«. JS. »*(^) = «*0 + G^i + CJ3 = «3 , 

l«(v) = «i^ — ^1 + ^a = '"i ■ 

Durchläuft ein PunJkt die Begrenzung der Fläche T' im 
_ - + + - 

Sinn %BXA^BvA%^ so durchlauft der entsprechende Punkt 

der t*-Ebene die Begrenzung des Periodenparalleiogramms II 

im Sinn u^u^u^ti^. Man hat also auf der Seite K^^Mg fort 

Bchreitend die Seite ii^n^ zur Linken, 

Wenn wir das kanonische Querschnitt sjstem zu Grunde 
legen, so entsprechen eich deckenden Punkten der Fläche T* 
entgegengesetzt gleiche Werte des Normal Integrals w. Daraus 
folgt: unter dieser Voranssetznng liegt das Periodenparallelo- 
gramm 71 symmetrisch zum Nullpunkt der tf-Ebene. 

Eine jede Seite dieses Parallelogramms liegt daher sym- 
metrisch zu der ihr parallelen und sie kann mit ihr außerdem 
durch eine Translation zur Deckung gebracht werden^ folglich 
liegt jede Seite zu dem Puukt symmetrisch, der die Verbin- 
dungslinie ihrer Ecken halbiert. Weil die Seiten nicht ge- 
schlossene Kurren sind, müssen sie durch die Sjmmetriepunkte 
hindurchgehen. 

Wenn wir yon der in Fig. 25 dargestellten Gestalt des 
Qnerschnittajstems zum kanonischen Sjstem übergehen, so 
rückt der Punkt ^ in den Verzweigungspunkt ^ . Folglich ist 
«(/i) = n^ = Q^ = (Dj^ -[- oj^ also % = 0. 

Den Eckpunkten des Periodenparallelogramms entsprechen 
also die Werte 

« ^ ± c?i ± p^ . 
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Die Symmetriepunkte der Seiten sind in diesem Fall die 
Punkte, die den Werten ± coi und ± Oj entsprechen, also 
Bilder der Verzweigungspunkte e^ und e^. 

Wir haben bisher nur die Abbildung ins Auge gefaßt, 
die sich ergibt, wenn wir den Weg, über den das Integral u{o) 
zu erstrecken ist, auf das Innere der Fläche T' beschränken. 
Nehmen wir nun an, der Integrationsweg überschreite den 
Querschnitt A X-mal und den Querschnitt B ft-mal. Jede 
Überkreuzung soll wieder als positiv oder als negativ gezählt 
werden, je nachdem sie in der ßichtimg von der + Seite zur 
— Seite oder in der umgekehrten Richtung erfolgt. 

Einem Punkt der Fläche T, dem vorher der Integral- 
wert u zugeordnet war, ist nunmehr der Integralwert 

zugeordnet. Halten wir die Zahlen X und ft fest, so ergibt 
sich eine Abbildung der Fläche T auf ein Parallelogramm TIj^^, 
das aus dem Parallelogramm 77 durch eine Translation hervor- 
geht; Richtung und Größe derselben sind durch den Vektor 
bestimmt, der vom Nullpunkt zum Punkt 2l(o^-\-2iia}^ führt. 

Die Gesamtheit der Parallelogramme 77^^ bedeckt die 
Ebene einfach und lückenlos. Man bezeichnet auch die Paral- 
lelogramme 77;^^ als Periodenparallelogramme; das Parallelo- 
gramm 77, von dem wir ausgegangen sind, wird als fundamen- 
tales Periodenparallelogramm bezeichnet. 

Die Punkte der m- Ebene, die demselben Punkt der Fläche 
T entsprechen, bezeichnet man als homologe Punkte; die zu- 
gehörigen Integral werte bezeichnet man in Anlehnung an die 
Terminologie der Zahlentheorie als kongruent und drückt die 
Beziehung 

v — w == 2 A {»1 + 2fA (»3 

durch das Zeichen 

aus. 

Ein jedes Periodenparallelogramm enthält von jedem 
System homologer Punkte einen und nur einen Punkt. Dabei 
sind die Punkte der Fläche T\ die sich auf den Rändern 
eines Querschnitts gegenüberliegen, als verschiedene Punkte 
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ZU betrachten. Wenn wir das PeriodenparallelogramTn als Bild 
der unzerschnitteneii Fläche T auffassen^ so entsprechen Punkten 
aiif den Kurven A^ B j^e zwei Yersehiedene Punkte auf der Be* 
grenzung des Parallelogramms. 

Dem Schnittpunkt der Kurven Ä^ B entsprechen die vier 
Eckpunkte des Parallelogramms. Um eine ausnahmslos ein- 
deutige Beziehung herzustellen, woUen wir dahin überein- 
kommen: wenn wir dus Periodenparallelogramm als Bild der 
uuzersehnittenen Fläche T anffasseUj so rechnen wir von jedem 
Paar paralleler Seiten nur die eine, imd von den vier Eck- 
pimkten nur einen zum Parallelogramm. 

Einer Kurve in der «-Ebene, die einen Punkt des funda- 
mentalen Pertodenparallelogramms mit dem homologen Punkt 
im Parallelogramm 77^,^ verbindet, entspricht in der Fläche T 
eine gesclilosseue Kurve L. Diese Kurve muB den Quer- 
schnitt Ä A-mal und den Querschnitt B fi-mal öfter in der 
Richtung von der + Seite zur — Seite überschreiten als in 
der umgekehrten Richtung (vgl § 30). 

Konstruieren wir in der k -Ebene ein von zwei Paaren 
paralleler Kurveubögen begrenztes Parallelogramm n\ das 
von jedem System homologer Punkte einen uud — von den 
Randpunkten abgesehen — auch nur einen enthält 

Entsprechende Punkte der parallelen Randkurven sind 
notwendig homologe Punkte. In der Fläche T wird daher 
jedes Paar paralleler Randkurvea auf die Ränder einer Kurve 
abgebildet und da die vier Eckpunkte des Parallelogramms 
homologe Punkte sind^ so sind die Bildkurven geschlossene 
Kurven, die sich in dem gemeinsamen Bildpunkt der vier Eck- 
punkte sehneiden. Sie zerschneiden die dreifach zusammen- 
hängende Flache T in eine einfach zusammenhängende Fläche T\ 
Auf diese wird das Parallelogramm wechselseitig eindeutig ab- 
gebÜdeL 

Durch diese Betrachtung wird die im § 39 besprochene 
Abänderung des Quei Schnittsystems in ein neues Lieht gerückt. 

Bei den folgenden Betnvchtuugeu nehmen wir der Einfach- 
heit wegen an, die Fläche J" sei darch ein kanonisches Quer* 
Schnittsystem begrenzt ^ so daß das fundamentale Perioden- 
parallel ognimm in llcxiohung auf den Nullpunkt der »-Ebene 
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symmetrisch ist. Welche Gestalt seine Seiten besitzen, kommt 
nicht in Betracht; bei der graphischen Darstellung werden wir 
sie der Einfachheit wegen als geradlinig annehmen. 

§ 45. SpezieUe FäUe der AbbUdnug. Wir wollen 
die Abbildung der Fläche T' auf die tt- Ebene unter der An- 
nahme weiter verfolgen, daß die Größen g2 und g^ reell sind. 
Dabei müssen wir die beiden Fälle unterscheiden, daß die 
drei Größen e^ reell sind und daß nur eine derselben reell ist, 
während die beiden anderen konjugiert imaginär sind. 

Nehmen wir zunächst an, die drei Größen e^ seien reell 
und zwar sei gemäß der früher getroffenen Bestimmung 

Die Halbperiode (o^ ist in diesem Fall reell und positiv, 
die Halbperiode 03 ist rein imaginär und zwar positiv ima- 
ginär (§ 36 Anfang). 

Das kanonische Querschnittsystem konstruieren wir in der 
Weise, daß wir den Querschnitt A um die gerade Strecke e^e^ und 
den Querschnitt B um die gerade Strecke e^e^ zusammenziehen. 
Reellen Werten der Variabein x entspricht ein reeller Wert 
der Größe 

s = 2y(x-e^){x-e2){x-e^), 

wenn x'^e^ oder e^'^x'^e^ ist; der Wert von s ist dagegen 
rein imaginär, wenn x <,e^ oder e^ > a? > Cg ist. 

Weil demnach für reelle Werte von x der Differential- 
quotient 

dx s 

entweder reell oder rein imaginär ist, entsprechen den Ab- 
schnitten der Abszissenachse in den beiden Blättern der Fläche 
jT, die durch die Verzweigungspunkte begrenzt werden, in der 
w-Ebene geradlinige Strecken, die teils zur Abszissenachse, 
teils zur Ordinatenachse parallel sind. Dies gilt insbesondere 
auch für die Bilder der Querschnitte, weil diese ja in der 
Grenzlage in die Abszissenachsen der Fläche T fallen. 

Das fundamentale Periodenparallelogramm 11 ist somit ein 
Rechteck, das zu den Koordinatenachsen symmetrisch liegt. 
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>-ß) 



Fl|^, B6. 



Gehen wir zunächst von der in Fig. 26 dargestellten Ge- 
stalt des Querschnittsystems aus^ so ist ersichtlich, daß wir 

im üntem Blatt der 

^ "^^^ ■- Fläche T längs der 

— Seite der Ahszisaen- 

achse fortschreitend zu 

den drei Punkten e^ 

gehmgen können, ohne 

einen Querschnitt zu 

Überschreiten. Daran wird nichts geändert, wenn wir in der 

oben angegebenen Weise zu dem kanonischen Quersclmitt- 

system übergehen. 

Daraus folgt: durchlaufen wir die — Seite der Abszissen- 
achse des unteren Blattes im Sinne der abnehmenden Ab- 
szissen, so erreicht das Integral u der Reihe nach die Werte 

C3| CO^ =^ dJ^ + (Dg &^y . 

Den Abschnitten 



ooe. 



€it€ü 



€^-00 



der — Seite der Ahszissenaehse des unteren Blattes entsprechen 
also in der i^- Ebene die geradlinigen Strecken 



Ocöi 



m.m, 



rgU/3 



0,0. 



Die negative Halbebene des unteren Blattes der Flache T 
wird denmach auf ein Rechteck abgebildet, das im ersten 
Quadranten der ^< -Ebene liegt. 

Die Abbildung der übrigen drei Halhebenen der Fläche T 
ergibt sich am einfachsten mittelst des Schwarzsehen Spiege- 
Inngsprinzips.*) Dieses Prinzip besagt; 

Entspricht bei einer konformen Abbildung einer gerad- 
linigen Strecke wieder eine geradlinige Strecke, so entsprechen 
Punkten, die zur ersten Strecke symmetrisch liegen, Punkte, 
die zur zweiten Strecke symmetrisch liegen; einer Spiegelung 
an der einen Strecke entspricht also eine Spiegelung an der 
anderen. 

Längs der Abschnitte e^ -f cc der Abszissenachsen hängt 
die positire Halbebene des oberen Blattes mit der negativen 



*) Tgl. P, Th. § 50. 
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Halbebene des unteren zusammen und vice versa. Längs der 
Abschnitte — 00^3 hängen die beiden Halbebenen eines jeden 
Blattes zusammen. Längs der Abschnitte e^e^ ist die Verbindung 
zwischen den Halbebenen durch die Querschnitte unterbrochen. 

Durch Spiegelung an dem Abschnitte e^oo der Abszissen- 
achsen gelangen wir daher von der negativen Halbebene des 
unteren Blattes in die positive Halbebene des oberen, und 
durch Spiegelung an dem Abschnitt — ooe^ der Abszissen- 
achsen gelangen wir von der einen Halbebene eines Blattes in 
die andere Halbebene desselben Blattes. 

Fig. 27 stellt die Zuordnung der vier Halbebenen der 
Fläche T zu den vier Rechtecken dar, aus denen sich das 
Periodenparallelogramm 77 zusammen- ^ 
setzt.*) 

Wir wollen eine Folgerung, die _^ 
sich aus den vorangehenden Er- 
örteningen ergibt, besonders hervor- .^_^ 
heben: " S^ ^^ 

Fig. 27. 

Vorausgesetzt, daß die drei 
Größen e^ reell sind, muß, wenn die beiden Größen x 
und s reell sind, entweder die Größe u selbst oder die 
Differenz u — g}^ einem reellen Wert kongruent sein. 

Nehmen wir nunmehr an, es sei nur eine der drei 
Größen e^ reell, die beiden anderen seien konjugiert imaginär. 
Wir wählen, wie dies in § 36 geschehen ist, die Bezeichnung so, 
daß ^2 reell und der imaginäre Bestandteil von e^ positiv ima- 
ginär ist. Unter dieser Voraussetzung sind, wie wir a. a. 0. 
gezeigt haben, die Halbperioden m^ und 03 konjugiert imaginär 
und zwar ist der reelle Bestandteil von co^ positiv, der ima- 
ginäre negativ imaginär. Legen wir das kanonische Quer- 
schnittsystem zu Grund, so liegen demnach die Eckpunkte 
des fundamentalen Periodenparallelogramms 77 auf den Koordi- 
natenachsen. Wenn wir uns so einrichten, daß die Seiten des- 
selben geradlinig werden (vgl. die Bemerkung am Schluß 
des vorigen Paragraphen), so ist 11 ein Rhombus, dessen 
Diagonalen in die Achsen fallen. 



*) Bezüglich dieser Abbildungeaufgabe vgl. F. Th. § 51. 
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Wenn die Variable X reeE iat, so ist die Große s reell 
oder rein imaginär, je naehdem x^e^ oder x < e^ ist. 

Folglich werden die sich deckenden Abschnitte + «^oe^ 
der Ahszissenachsen der Fläche in die Abschnitte ±^(b^ der 
Abszissenachse der i* -Ebene abgebildet 5 die Abschnitte — oo£?| 
der Absziasenachsen der Fläche T werden in die Abschnitte 
Oi(% — ß)i) der Ordinatenachse der jc-Ebene abgebildet. 

Gehen wir zunächst Ton der Gestalt des Querschnitt- 
systems aus, das in der nebenstehenden Fignr dargestellt ist, 
^ so ist ersichtlich, daß man anf der Abszissen- 

achse des unteren Blattes von + 00 nach e^ 
fortschreitend keinen Querschoitt überkreuzt. 
Es entspricht daher diesem AbBzisseii- 
abschiiitt in der «-Ebene das Stück 0% 
der Absziasenachse. Wenn man dagegen im 
unteren Blatt der Fläche T längs der 
Abszissenachse von — 00 aus fortschreitet^ 
so trifft man, bevor man den Punkt e^ er- 
reicht, den — Rand des Querschnitts A. 
Daran ändert sich nichts j wenn wir zum 
kanonischen Querschnittsystem übergehen, nur wird der Punkt, 
in dem wir den Querscbnitt Ä treffen, in unendliche Nähe des 
Punktes e^ rücken. Der Wert des Integrals u in diesem Punkt 
ist daher 

fi)j — 2% ^ fiij — coi . 

Der Abszissenabschnitt — ooe^ des unteren Blattes der Fläche T 
wird also auf die positive Ordinatenachse der w -Ebene ah- 
gebildet Folglich wird die negative Halbebene des unteren 

Blattes anf den Teil des Rhombus JT 
abgebildet, der im ersten Quadi^anten 
der w- Ebene liegt 

Die nebenstehende Figur zeigt 
die Zuordnung der vier Halbebeneu 
der Fläche T zu den Dreiecken, in die 
der Rhombus durch seine Diagonalen 
zerlegt wird. 
Wir heben besonders hervor: 
Wenn von den Größen e^ eine reell ist, während 
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die beiden anderen konjugiert imaginär sind, so sind 
die einem reellen Wertepaar x, s entsprechenden 
Werte u einem reellen Wert kongruent. 

§ 46. Da4S Umkehrproblem. Wir stellen uns nun die 
Aufgabe, die Funktionen des Orts in der Fläche T, zu denen 
uns unsere bisherigen Entwicklungen geführt haben, als Funk- 
tionen der Variabein u zu untersuchen. Bei dieser Betrachtungs- 
weise erscheint das Normalintegral erster Gattung nicht mehr 
als Funktion der Variabein x und s, sondern es sind um- 
gekehrt diese Variabein als Funktionen von u anzusehen. Man 
bezeichnet deshalb das in Rede stehende Problem als Umkehr* 
problem. 

Um eine feste Grundlage für unsere weiteren Unter- 
suchungen zu gewinnen, müssen wir zimächst beweisen, daß 
die genannten Funktionen analytische Funktionen der kom- 
plexen Variabein u sind, und wir müssen untersuchen, welche 
Unstetigkeiten sie darbieten können. 

Es sei F eine in der einfach zusammenhängenden Fläche T' 
einwertige Funktion, die nur polare Unstetigkeiten besitzt. Wir 
untersuchen das Verhalten der Funktion in der Umgebung 
eines gewöhnlichen Punktes S der Fläche. Diesem Punkt 
mögen die Werte 

x^ a s= a u ^ V 

entsprechen. Die Funktion F ist in der Umgebung des Punktes d 

eine einwertige Funktion der Variabein x (§ 22). Weil im 

Punkt d die Derivierte 

^ = _i- 
da; ~ 8 

einen endlichen von Null verschiedenen Wert besitzt, so ist 
in der Umgebung dieses Punktes nicht nur u eine einwertige 
und reguläre Funktion der Variabein x, sondern es kann auch 
umgekehrt x als einwertige und reguläre Funktion der Variabein 
u betrachtet werden (F. Th. § 30). Daraus folgt: 

Verhält sich F als Funktion der Variabein x betrachtet 
in der Umgebung des Punktes 6 regulär, so ist auch F in 
der Umgebung des Punktes v der w- Ebene, der dem Punkt d 
entspricht, eine reguläre Funktion der Variabein u. 
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Wesm die Funktion F im Punkt S zur «-ten Ordnung KuU 
oder unendlich wird^ so wird sie auch als Funktion der Vari- 
abein li im Pankt v zur aelben Ordnung Null beziehungsweise 
uneudlich. 

In der Umgebung des Verzweigungapunktes e^ ist F eine 
einwertige Funktion der Variabein 



(1) 



ij=yx-e^. (§23) 



Äucb 14 ist in der Umgebung dieses Punktes eine einwertige 
Funktion der Variabein y nnd die Derivierte 

du 

besitzt einen von Null verackiedenen endlichen Wert. Folglich 
iat F in der Umgebung des Punktes o^j der dem Punkt e^ 
entspricht^ eine einwertige Funktion der Variabein u. 

In der Umgebung des unendlich fernen Punktes ist F 
eine einwertige Funktion der Variabein 



(2) 



?=l/|, (§23) 



und dasselbe gilt für mj die Deri vierte 

du 

dy 

besitzt einen von Null verschiedenen endlichen Wert. Daher 
ist F auch in der Umgebung des Nullpunktes der «-Ebene, 
der dem unendlich fernen Punkt der Fläche T entspricht, eine 
einwertige Punktion der Variabein u. 

Wir haben einen Verzweigungspunkt als Nullpunkt oder 
als Pol n-ter Ordnung bezeichnet, wenn F als Funktion der 
Variabein ^, die durch die Gleichung (1) beziehungsweise (2) 
definiert ist, in diesem Punkt zur n-ten Ordnung Null beziehungs- 
weise unendlich wird. Diese Ordnungszahlen bleiben UDgeändert^ 
wenn wir an Stelle der Variabein y u als unabhängige Variable 
einfuhren. 

Damit ist bewiesen: 

Soweit sich i*^als Funktion des Orts in der Fläche T 
regulär verhält, ist F auch eine reguläre analytische 
Funktion der Variabein u. 
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Einem Nallpankt oder Pol ii-ter Ordnung in der 
Fläche T entspricht ein Nullpunkt beziehungsweise 
ein Pol derselben Ordnung in der ti-Ebene. 

Wir haben vorausgesetzt^ jP sei einwertige Funktion 
des Orts in der ein&ch zusammenhängenden Fläche T\ Folg- 
lich ist jP auch für das fundamentale Periodenparallelogramm 11 
als einwertige Funktion der Yariabeln u definiert 

Um die Funktion F für einen außerhalb dieses Parallelo- 
gramms liegenden Punkt u zu definieren^ verbinden wir diesen 
Punkt mit dem homologen Punkt u^ im Parallelogramm 77 
durch einen beliebig zu wählenden Weg A. Es sei 

Wq = M + 2X Ol + 2ft CÖ3 (X, fi ganze Zahlen). 

Der Weg A wird, weil er zwei homologe Punkte verbindet, 
in der Fläche T auf einen geschlossenen Weg L abgebildet 
(vgl. den vorigen Paragraphen). Es kommt nun offenbar 
auf dasselbe hinaus, ob wir die Funktion jP in der u- Ebene 
vom Punkt u^ aus längs des Weges A bis zum Punkt u fort- 
setzen, oder ob wir die analytische Fortsetzung in der Fläche T 
längs der Bildkurve L vornehmen. Wenn der Endwert, zu 
dem die Fortsetzung längs des Weges L führt, nur von 
den Zahlen X und fi abhängt, im übrigen aber von der (Gestalt 
des Weges unabhängig ist, so wird auch der Endwert, zu 
dem die Fortsetzung längs der Kurve A führt, nur vom End- 
punkt dieses Weges abhängen. 

Unter dieser Voraussetzung ist also jP eine in 
der ganzen u-Ebene einwertige Funktion. 

Diese Voraussetzung ist sicher erfüllt, wenn F eine ratio- 
nale Funktion der Fläche T ist; es genügen ihr aber auch 
die Funktionen 6{o) und H{o) (§ 42), femer genügt ihr das 
Integral zweiter Gattung. Alle diese Funktionen sind dem- 
nach einwertige Funktionen der Variabein u. 

Das Integral dritter Gattung W{pl8) ist in der Fläche T 
nicht einwertig und kann deshalb auch keine einwertige Funk- 
tion der Variabein u sein. Dagegen ist die Elementarfunktion 

P{o/d) = e^^o^^ (§40) 

eine einwertige Funktion von u und daher läßt sich das In- 
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Wenn die Funktion F im Punkt S zur w-ten Ordnung Nii!^ 
oder unendlich wird, so wird sie auch als Funktion der \iv. 
abeln u im Punkt v zur selben Ordnung Null beziehungsw- 
unendlich. 

In der Umgebung des Verzweigungspunktes e^ ist / 
einwertige Funktion der Variabein 

(1) y = Vx-e,. (§23) 

Auch u ist in der Umgebung dieses Punktes ein«- 
Funktion der Variabein y und die Derivierte 

du 
dy 

besitzt einen von Null verschiedenen endliehf; 
ist F in der Umgebung des Punktes ö,., • 
entspricht, eine einwertige Funktion der \ 
In der Umgebung des unendlich l- 
eine einwertige Funktion der Variabein 

(2) y-Vl. 

und dasselbe gilt für m; die Derivif ■ 

du -.if: 

^^y .*- :^ i 

besitzt einen von Null verschio«' -• •' c ^3 

ist F auch in der Umgebun^j- -. •jlt^'c^ 

der dem unendlich fernen I*n?»' 
einwertige Punktion der Vari- ' 

Wir haben einen Verzv 
als Pol w-ter Ordnung l»c/ 
Variabein y, die durcli '! 
definiert ist, in diesem Tilu 
weise unendlich wird, h 
wenn wir an Stelle der \ . 
einführen. 

Damit ist bewies» : 

Soweit sich Fa. 
regulär verhält, i... 
Funktion der Va» * "^ "'^^"'^ 
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durch einen kongruenten^ so ändern sich nur die ganzeü 
Zahlen X, fi. 

Die einfachsten rationalen Funktionen der Fläche T, oder 
anders ausgedrückt die einfachsten elliptischen Funktionen 
sind die Größen x und s. 

Wir setzen nach Weierstraß Vorgang (vgl. § 15) 

(5) x = p(u). 
Aus der Gleichung 

dt* _ _ J_ 
dx $ 

folgt 

(6) s^--p(u). 

Die Funktion 2? (w) genügt demnach der Differentialgleichung 
(7) {p\u)f = ^p^{u)-g^p{u)—g^ = 40(w) — e^{jp{ü) - e^ {p{u) - e^). 
Aus dieser Differentialgleichung ergibt sich 

i>"(«) = 6i>«(M)-i%. 

Durch wiederholte Differentiation überzeugt man sich^ 
daß alle Derivierten gerader Ordnung von p{u) ganze Funk- 
tionen von p(u) sind. Die Derivierten ungerader Ordnung 
lassen sich als Produkt von p\u) in eine ganze Funktion 
von p(u) darstellen. Die Koeffizienten dieser ganzen Funk- 
tionen sind ganze Funktionen der Größen ^(/^ ^^^ ffs ^^^ ganz- 
zahligen Koeffizienten. 

Die Variable x wird nur im unendlich fernen Punkt der 
Fläche T unendlich, folglich wird die Funktion p(u) nur im 
Nullpunkt der w- Ebene und in den homologen Punkten un- 
stetig. Für die Umgebung des unendlich fernen Punktes der 
Fläche T gilt die Reihenentwicklung (§ 32, Nr. 2) 

w = — -J- 1 -^ -I- 1 ~^«- -^ . . . 

Folglich ist 

lim x(l — u^x) = 0, 

«= CO 

also auch 

(8) lim[p(«)-l] = 
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Die Funktion p(u) wird demnach im Nullpunkt und in 
den homologen Punkten zur zweiten Ordnung unendlich. 

Punkte der Fläche T, die sich decken, entsprechen dem- 
selben Wert der Variabein x und entgegengesetzten Werten 
der Variabein s und u. 

Folglich ist die Funktion p(u) gerade, ihre Derivierte p{u) 
ungerade. 

Die Funktion ^'(w) verschwindet, wie aus der Gleichimg (7) 
hervorgeht, in den Punkten oa^, die den Verzweigungspunkten e^ 
entsprechen, und in den homologen Punkten, aber in keinem 
anderen Punkt der w- Ebene. Aus der Differentialgleichung (7) 
ergibt sich mit Rücksicht auf (8) für die Funktion p{u) die 
Reihenentwicklung 

(9) p(~) = ^, + rf^-«''+2^«*+2^.«'+-. 

Wir haben im § 22 nachgewiesen, daß sich jede rationale 
Funktion der Fläche T als rationale Funktion der Variabein 
X und s darstellen läßt. Daraus folgt: 

(10) Jede elliptische Funktion läßt sich als rationale 
Funktion der Funktionen 2>(m) und^'(^) ^*^s*®^1®^- 
Wir schließen daraus, daß zwischen zwei elliptischen 

Funktionen eine algebraische Gleichung besteht. 

Aus den nachgewiesenen Eigenschaften der Funktion p{u) 
heben wir zwei hervor, durch die die Funktion vollständig 
bestimmt ist. 

1. p(u) ist eine einwertige, doppelt periodische Funktion 
der Variabein u mit den Perioden 2(0^, 2(»8. 

2. die Funktion p(u) wird im fundamentalen Perioden- 
parallelogramm nur im Nullpunkt unstetig imd zwar 
in der durch die Gleichung (8) charakterisierten Weise. 

Gäbe es nämlich eine zweite Funktion f{ti), der dieselben 
Eigenschaften zukämen, so müßte die Differenz 

D = f{u)-p{u) 

auf Grund der ersten Eigenschaft ebenfalls eine einwertige, 
doppelt periodische Funktion sein und wegen der zweiten 
Eigenschaft müßte zufolge des Satzes (3) D konstant sein 
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Da mm auf Grand der zweiten Eigenschaft für u = D ver- 
Bchwindet, so ist D identisch Null. 

Der Satz» daß eine rationale Funktion der Fläche T als 
einwertige j doppelt periodische Funktion der Variabein u be- 
trachtet werden kann* ist nm kehrbar. Jede einwertige Funk- 
tion f(u) der Yariabeln u läßt sich nämlich als eine ein- 
deutige Funktion des Ortes in der einfach zusammenhängenden 
Fläche T' auffassen. Wenn die FunktioB f(u) die beiden 
Perioden 2oj^, 2m^ besitzt, so ist sie auch in der unzers chnittenen 
Fläche T einwertig; wenn sie als Funktion von ii betrachtet, 
im Endlichen nur polare Unstetigkeiten darbietet j so besitzt 
sie auch als Funktion des Ortes in der Fläche T nur Pole. 

Die elliptischen Funktionen können demnach auch 
definiert werden als einwertige, doppelt periodische 
Funktionen^ die im Endlichen keinen wesentlich sin- 
gulären Punkt besitzen. 

Um zu beweisen, daß sich die beiden Begriffe vollständig 
decken, muß noch gezeigt werden, daß die Perioden einer 
elliptischen Funktion vor geschriebene Werte annehmen können. 
Wir werden darauf im nächsten Abschnitt zurückkommen. 



§ 48. Die Funktionell g(i/) und Z{ü), Wir haben üii 
§ 33 das algebraisch normierte Integral zweiter Gattung durch 
die Gleichung 

(1) g(„) = _J^45 

und die Nebenbedinguug bestimmt, daß im unendlich fernen 
Punkt 

(2) Hm[e(o)-1/S] = 

ist. Wir untersuchen nun die Funktion § in ihrer Abhängig- 
keit von der Variabelu u und bezeichnen sie demgemäß mit §(««), 
Aus (1) folgt mit Eücksicbt auf die Gleichungen (5) und (1) 
des vorigen Paragraphen 

(3) t{:u)^-fp{u)du 
und aus (2) folgt: 

(4) liin[g(«)-y = 0. 



u^O 



§ 48. Die Funktionen f(t*) und 2^{u). 165 

Aus der Gleichung (3) ergibt sich mit Rücksicht auf die 
Gleichung (9) des vorigen Paragraphen für die Umgebung des 
Nullpunktes die Reihenentwicklung 

(5) tiu)^^-^t-,^^-^,?l-^u^-,^r:J^u^.... 

In dieser Reihe fehlt nicht nur das konstante Glied^ 
sondern auch das in u multiplizierte. Wir können deshalb 
an Stelle der Gleichung (4) die weitergehende 

(6). if-i-.&W-i] = 

treten lassen. 

Die Gleichung (5) zeigt, daß die Funktion ^{u) ungerade 
ist. Es ergibt sich dies auch aus der früher (§ 33) nach- 
gewiesenen Eigenschaft der Punktion g(o), daß sie in sich 
deckenden Punkten der Fläche T' entgegengesetzt gleiche Werte 
annimmt. 

Beschreibt der Punkt o in der Fläche T eine in sich 
zurücklaufende Kurve L, die den Querschnitt Ä oder den 
Querschnitt B von der + Seite zur — Seite hin überschreitet, 
so wächst das Integral u{o) um 2(o^ beziehungsweise 203, das 
Integral g(o) um 2rj^ beziehungsweise 2rj^ (§37). Der Kurve 
L entspricht in der m- Ebene eine Kurve, die vom Punkt u 
zum Punkt ic-\-2(x)^ beziehungsweise u-{-2(o^ führt. Folglich ist 

(7) t(u + 2cDi) = t(u) + 271,, t{u + 2w,) = g(ti) + 2%. 

Die Gleichung (4) im Zusammenhalt mit der vorstehenden 
zeigt, daß die Funktion ^(m) im Nullpunkt und in den homo- 
logen Punkten zur ersten Ordnung anendlich wird. 

Die Funktion ^(u) ist durch die beiden folgenden Eigen- 
schaften vollständig bestimmt: 

1. die Funktion ^(u) ist eine einwertige Funktion der 
Variabein u, die den beiden Funktionalgleichungen (7) 
genügt. 

2. die Funktion ^(u) wird im fundamentalen Perioden- 
parallelogramm nur im Nullpunkt unstetig und zwar 
in der durch die Gleichung (6) charakterisierten Weise. 

Aus der ersten Eigenschaft folgt nämlich, daß die Deri- 
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vierte ^\u) eine elliptische Funktion mit den Perioden 2o)i, 
2(03 ^^ ^^^ ^^^ ^^^ zweiten Eigenschaft folgt, daß 

und 

lira[gW-l] = 

ist (vgl. den vorigen Paragraphen). 

Das transzendent normierte Integral zweiter Gattung (§ 37) 

^(o) = g(o)-J«(o) 
ist am Querschnitt Ä stetig, am Querschnitt B ist 

Zit) - Zip) = 

Als Funktion der Variabein u betrachtet ist daher das 
transzendent normierte Integral zweiter Gattung 

Z(t*)=g(M)-J-« 

eine einwertige periodische Funktion mit der Periode 2a?i; 
diese Funktion genügt überdies der Gleichung 

Z(« + 2a,3) = Z(«)-^'. 

Ihre ünstetigkeiten stimmen mit denen der Funktion %{\i) 
überein. 

§ 49. Die Fnuktionen <r(ii) und H.{a). Wir haben 
im § 42 die Funktion <y(o) durch die Gleichung (4) 

(1) iog<,(o) = -Je^ 

und die Neben bedingung (5) 

(2) lim !^ - 1 

im unendlich fernen Punkt bestimmt und wir haben nach- 
gewiesen: die Funktion <y(o) ist in der einfach zusammen- 
hängenden Fläche T einwertig und überall stetig. Sie ver- 
schwindet nur im unendlich fernen Punkt der Fläche. 

Setzen wir die Funktion <y(o) längs eines in sich zurück- 
laufenden Weges fort, der den Querschnitt A oder den Quer- 
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schnitt B ron dar -i> Seite xor — Seile hin übersehmtet. 90 
besidit zwischen dem Anhingswqt ö{o\ nnd dem Endin^rt ^^o"^ 
die Benehnng (§ 43, Xr. 3 und 4) 

(3) 4*io =-f*^-f^*^"'^5(yo\ 

Don Qaerschnitt A entspricht der Index f «- 1 , dem Quer- 
schnitt B der Index y » 3. 

Wir betrachten nun 6 als Funktion der Variabein m und 
sehreiben demgemäß 6(u^ an Stelle Ton 6(o\ Die Funktion 6[¥i\ 
ist einwertig und wird im Endlichen nirgends unstetig. Die 
Funktion 6[ji) ist also eine ganze transzendente 
Funktion der Yariabeln m. 

Aus den Grleicbungen (1), (2) imd (3^^ folgt: 

(4) log6(u)=^ß(H)du, 

(5) lim^;;?^^!, 

(6) 6(u + 2cö,) = - f'*-^-"'"-^<y(ti) V - 1,3. 

Aus der letzten Gleichung folgt 

X, [i bedeuten beliebige ganze Zahlen. 

Die Funktion 6(u) verschwindet im Nullpunkt und in den 
zu ihm homologen Punkten, aber in keinem anderen im End- 
lichen liegenden Punkt der tf- Ebene. Als ganze transzendente 
Funktion läßt sich ö(u) durch eine Potenzreihe darstellen, dio 
für alle endlichen Werte von u konvergiert (F. Th., § 26), Die 
Koeffizienten der Reihe können wir von der Differential- 
gleichung (4) 

(»'(«)=• g(«)tf(«) 

ausgebend mittelst der Methode des unbestimmten Koeffizienten 
berechnen. Wir erbalten bei Berücksichtigung der Gleichung (ft) 
(vgl. GL (5) des vorigen Paragraphen): 

W ^W - W - 24.375 - 2^7376-. 7 ~ 2« • »• • 6 • 7 * * * 

Diese Reihenentwicklung läßt weder die charakteristischen 
Eigenschafken der Funktion a{u) klar hervortreten, noch ist 
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sie zur nnmerischen Rectnung geeignet^ außer wenn der ab- 
solute Betrag von u sehr Mein ist Im folgenden AbBchnitt 
werden wir zu DarstellnDgen der Funktion 6(u) gelangen^ die 
in beiden Beziehungen nichts zu wünschen übrig lassen. 

Wir haben im § 42 der Funktion 6(o) eine etwas all- 
gemeinere Funktion ü(ö/S} an die Seit-e gestellt , die ebenfalls 
ju der Fläche T' einwertig und überail stetig igt. Diese Funktion 
verschwindet auch nur in einem Punkt der Fläche Tj nämlich 
in dem beliebig zu wählenden Punkt d. In diesem Punkt ist 
(§ 42, Nr. 11) 



(9) 



lim 



&{o/ä) 



= 1. 



Di© Gleichungen^ die das Verhalten der Funktion ö(o/ö) 
an den Querschnitten charakteriiäiereiij gehen aus den für &{ö} 
geltenden hervor, wenn man im Exponenten des Periodizitäts- 
faktors u{ö) durch u(ö) - u{d) ersetzt (§ 42, Nr. 12). 

Wir setzen 6{ö) — v und beweisen, daß die Funktion (ö/tf) 
mit der Funktion 6{u — v) identisch ist. Zu dem Zweck be- 
merken wir zunächstj daß die Funktion 6(u ~ v) als Punktion 
des Orts in der Fläche T betrachtet dieselben Periodizitats- 
eigenschaften besitzt wie die Funktion <j(o/d). Der Quotient 

ß{u — ») 
bleibt daher an den Querschnitten stetig und ist folgUch eine 
eUiptische Funktion. Weil er in der Fläche T' nirgends un- 
endlich wird, ist er eine Konstante und diese Konstante hat 
wegen (5) und (9) den Wert 1. 

Aus der Gleichung (10) des § 42 erhalten wir filr die 
Elementarfunktion 

Sio/d) = ^^'^'^-^^^ [MO--(^)] fg 40^ j^, 6^ 

den Ausdruck 

S{o/d) 



die Größen S^ £ und w als Funktionen der 



(10) 

Wir 

Größen 

« -- w(ü) und V ^ u{d) 
auf und erhalten 

w{u/v) ^ log 6(u — -y) — log 6{u) + log 6(v) + g(v) (u — v) +* 

+ einem Multiplum von 2ä* 
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Das algebraisch normierte Integral dritter Gattung läßt 
sich somit durch den Logarithmus der tf- Funktion und die 
g-Funktion ausdrücken. Auch die Funktionen p(u) und g(w) 
lassen sich leicht auf die tf-Funktion zurückführen. Es ist 
nämlich (4) 

(11) tiu) = '-^'!i^ 

und aus der Gleichung (3) des vorigen Paragraphen folgt 

(12) ^(u)^-'^'^. 

Es lassen sich somit, wenn man das Normalintegral 
erster Gattung als unabhängige Variable einführt, die 
rationalen Funktionen der Fläche T und ihre Inte- 
grale mittelst einer einzigen Transzendenten 6(u) aus- 
drücken. 

Den für die tf- Funktion gültigen Formeln können wir 
analoge auf die iZ- Funktion bezügliche an die Seite stellen. 

Wir setzen im Einklang mit der Gleichung (14) des § 42 

(13) H(u) = ce~^^''"ö{u) 

und erhalten wegen der Gleichungen (1) und (2) des § 43 die 
Gleichungen 

(14) H(u + 2(o,) = -^H(u), 

(15) H{u + 2CÖ3) = - e~^!^"+"'^JBr(w) 
und hieraus 

(16) H(u + 2Xc3^ + 2.tt(03) == (~ lY'^^e-^^''-''''"*^H{u). 

Die Transzendente H(u) hat Jacobi entdeckt; an ihrer 
Stelle hat Weierstraß die Transzendente <y(w) eingeführt. 

§ 50. ParttalbruchzerfSIlung einer elliptischeiL 
Funktion. Wir haben im § 26 eine rationale Funktion der 
Fläche T in Partialbrüche zerfällt. Dieses Verfahren könnten 
wir leicht auf die Partialbruchzerfällung einer elliptischen 
Funktion übertragen; wir kommen aber noch scbneller auf 
dem direkten Wege zum Ziel. 
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Nehmen wir an, die elliptische Funktion F(u) werde im 
Pnnkt V unstetig wie die Funktion 

v^>' u — v^{u — vy ^ {u — vT 

Der erste Koeffizient c_^ ist das Residuum der Funktion F{u) 
für den Punkt v. 

Nun wird die Funktion g(w — v) im Punkte v unstetig 
wie die Funktion 

^^ (§48, Nr. 4) 
und ihre ft-te Derivierte 

^^^fc:^ - g«(M - ») = - p^-%u - V) 

wird daher unstetig wie die Funktion 
(— 1)." . 1 . 2 . 3 . . . ft 

Folglich wird die Funktion 

(2) Oiu/V) - C_^^^{U - V) + C_^P{U - t?) - i72 !>'(«* _ i;) . . . -f 

im Punkt v in derselben Weise wie die Funktion (1) und die 
rationale Funktion F{u) unstetig. 

Die Funktion 0(u/v) ist eine einwertige Funktion der 
Variabein u. Sie genügt den Gleichungen 

(3) O(u + 2(ojv)^0{u/v) + c_^'2ri^ i; = 1,2,3 (§48, Nr. 7) 

Bezeichnen wir mit v^jV^.^.v^ die Unstetigkeitspunkte 
der Funktion F(u) im fundamentalen Periodenparallelogramm. 
Für jeden dieser Punkte bilden wir eine Funktion 

(4) 0{u/v^) - cir^gC« -«,) + cL'ipiu-v^) - -^p\u-v^) . . . 

ft = 1, 2 . . . w 
Die Differenz 

(5) D{u) - F(ti) - 0(ufv^) - 0{u/v^) ^(w/v„) 
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ist eine einwertige Funktioii der Variabein u, die im fundamen- 
talen Periodenparallelogramm nirgends unstetig wird. Sie ge- 
nügt, wie aus (3) hervorgeht, der Gleichung 

n 

(6) D{u + 2a,;) ^D(u) + ^c^!:X (^^=1,3). 

Ihre Derivierte ist eine elliptische Funktion, die im Perioden- 
parallelogramm nirgends unstetig wird, also eine Konstante 
(§ 47, Nr. 3). Folglich ist 

D(u) == aw + fc, 
wo a, fc Konstante bedeuten. Aus (6) folgt nun 

n 

Im Zusammenhalt mit der Legendreschen Relation (§ 37 
Nr. 3) zeigt diese Gleichung, daß die Summe 



n 

2' 



ist. 

Die Summe der Residuen einer elliptischen Funk- 
tion, die zu den im fundamentalen Periodenparallelo- 
gramm liegenden Unstetigkeitspunkten gehören, ver- 
schwindet. 

Wegen a = ist die Differenz D konstant und aus (5) folgt 

(7) F{u) = ^(u/v,) + 0(u/v,) • . . + 0(u/v„) + 6. 

Diese Gleichung stellt die verlangte Partialbruchzerfällung 
der Funktion F(u) dar. Wir wollen einen Spezialfall dieser 
Zerf ällung besonders anmerken. Wenn die Funktion F(u) nur 
im Nullpunkt und den zu ihm homologen Punkten unstetig 
wird, so lautet die Partialbruchzerfällung 

<8) F{u) = b + c_,i)(«) - ^^i)'(M) ■ . . + 

+(-i)"'"' i.2..':';.-i/ "'~'>w- 

Unter Benutzung der Partialbruchzerfällung können wir 
nun leicht das Integral einer elliptischen Funktion durch die 
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Funktionen (f{u\ §(«) und p(u) ausdrücken. Aus den Gleichungen 
(4) und (7) folgt 



ß 



F(u)du = 2 b-r log «^(^ - ^-V) - C6(« ~ «^) - 

^CMl -1 



/4-1 



§ 51. Bestimmang einer elliptischen Funktion 
dnrclt ihre Ifullpunkte und Ifnstetigkeitspunkte. Die 

elliptische Funktion n-ier Ordnung F(u) versehwiude iu den 
Punkten u^ ^ tt^ . . . w^ und in den horaologeu Punkten zur ersten 
Ordnung und sie werde in den Punkten v^j v^ . . . i\ und in 
den homologen Funkten zur ersten Ordnung unendlich. Zufolge 
des A heischen Theorems (§41) hesteht die Beziehung 

(Ij 0% + % ' " + K) — ('«^i + ^2 h ^„) = 2Aßii + 2^eJa, 

wo A^^ g&nze Zahlen bedeuten. 

Die Entwicklungen der §§41 und 49 ergeben für die 
Funktion F{u) die Darstellung 

(2) F(u) = Konst. ^^^'u+"-^'-i,>i^^^^^l^-Jf^, 
^ ^ ^ tf(t* -" üj tf (tt ^ t;^) . . , ts{u — v^ ' 

die sich leicht direkt verifizieren laßt» 

Die Punkte u^^ ii^ . . u^ und die Punkte v^jV^... v^ brauchen 
nicht alle untereinander verschieden zu sein: es kann sich eine 
beliebige Anzahl derselben zu einem NuUpunkt beziehungsweise 
einem Unstetigkeitspunkt höherer Ordnung vereinigen. 

Wir haben früher bewiesen (§ 47^ Nr. 10), daß sich jede 
eUip tische Funktion rational durch die Funktionen p(u) und 
p{u) ausdrücken laßt. Diese Darstellung woUen wir nun aus- 
führen. Wir setzen 

(3) «„+1 = - {n, + w, - ^ + uj v^^, - - (t\ + t;, ■ ■ ' + O 

und bestimmen zwei elliptische Punktionen M(u) und N(uy 
diu*eh die beiden folgenden Bedingungen; 

die beiden Funktionen Jlf(w) und N(^f.i) werden im Null- 
punkt zur (n + l)-ten Ordnung unendlich; 
die Funktion M{u) verschwindet in den Punkten %, u^ . . - 
%^i zur ersten Ordnung, die Funktion N(u) in dea 



Punkten 



^^+1- 
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Diese Bestimmungen sind zulässige weil die Nullpunkte 
und Unstetigkeitspunkte der beiden Funktionen den Bedingungen 
des Ab eischen Theorems genügen. Die Punkte w„^i und v^^^ 
sind zufolge (1) homolog. Folglich bleibt der Quotient 

in diesen Punkten stetig. Er bleibt auch im Nullpunkt stetig 
und hat somit dieselben Nullpunkte und Unstetigkeitspunkte 
wie die Funktion F(u). Er kann sich deshalb von dieser 
Funktion nur um eine multiplikative Konstante unterscheiden 
(§ 47, Nr. 3). 

Weil die Funktion M{u) nur im Nullpunkt und zwar zur 
n + 1-ten Ordnung unstetig wird, so läßt sie sich in der Form 



M(u)^b+c_,p{u)-{-lp{u)^.^ + (--lY-^^^ 



23 



^^^^jp(«-^)(/0 



darstellen (Nr. 8 des vorigen Paragraphen ). Wir bringen zum 
Ausdruck, daß diese Funktion in den Punkten u^, u^ . • . u„ 
verschwindet, und erhalten: 

lp(u) p(u) . ..i)(*-i)(t«) 
li>K)/K)...i>(-i)K) 
(4) M{u) == Konst. lp{u;)p{u^) . . . p^''-^\u^) 



lp(u„)pXuJ..,p(^-'){uJ 
= Konst. D^^i{u, Wi, Mj . . . u„). 

Daß die Funktion M{u) auch im Punkt %^i verschwindet, 
folgt aus dem Ab eischen Theorem. 

Drücken wir die Derivierten höherer Ordnung der Funk- 
tion ^^(w) durch p(u) und p\u) aus (vgl. die Bemerkung § 47 
unter (7)), so erhalten wir eine Darstellung der Funktion M(u) 
als ganze rationale Funktion von p(u) und p\u). 

Die Darstellung (4) gilt nur für den Fall, daß die Größen 
u^, u^ . . . u^ untereinander verschieden sind. Wäre etwa i(^ = u^, 
so hätte man die Elemente in der dritten Zeile der Deter- 
minante D^^i beziehungsweise durch 
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zu ersetzen, wie sich durch einen einfachen Grenzübergang 
ergibt. 

Für die gegebene Punktion F{u) erhalten wir nun die 
Darstellung 

F{u) = Konst. ^n..Kt.„u,...u^ 

Die Modifikation, die diese Darstellung erfährt, wenn eine 
Anzahl von Nullpunkten oder von Unstetigkeitspunkten in den 
Nullpunkt der w-Ebene rücken, ist leicht zu übersehen. 

Wir gelangen zu einer bemerkenswerten Formel, wenn wir 
die Funktion i)^+i(w, u^, v^ . . . uj durch (^-Funktionen aus- 
drücken. 

Zu dem Zweck lassen wir in der Gleichung (2) an Stelle 
von n n + 1 treten und setzen v^ ^^ v^ ' - - = v„ = v^^^ = 0. 

Der Vergleich von (1) und (3) zeigt, daß die Zahlen X, ft, 
die in (2) vorkommen, gleich Null zu setzen sind. Wir erhalten 

Die Größe C ist von u imabh'ängig, hängt aber von den 
Größen u^yU^ - - - % ab. Die Determinante D„^^ (4) ändert 
nur ihr Vorzeichen, wenn wir zwei der Größen UyU^,u^ , , ,u^ 
vertauschen, dasselbe muß daher auch für die rechte Seite der 
Gleichung (5) gelten. Wir wollen das zum Ausdruck bringen; 
wir setzen 

(A, /Lt = 0, 1, 2 . . . w; A<|Lt; Uq^u) 
und erhalten 

(n=^ 1,2,3...). 
Dl und 9?i sind = 1 zu setzen, es ist also 
(8) c. = l. 

Die Funktion q)„^i unterscheidet sich von der rechten 
Seite der Gleichung (5) nur um einen von u unabhängigen 
Faktor, folglich ist c^^^ ebenso wie C von u unabhängig. 
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Wenn wir die Größe u mit einer der Größen u^u^ . , ,u^ ver- 
tauschen, so ändern die Funktionen D^^^ und (p^^^ nur ihr 
Vorzeichen, folglich ist c^^j auch von den Größen w^Wj • • • w^ 
unabhängig; c^^^ ist also eine rein numerische Konstante. 
Wegen 

lim w''+y«-i)(w) = (- l)«-^w! 

M = 

ist (4) 
lim «*;:+'I>„+i(w,^*i,W2, . . . wj = (- l)'-^wID,(M,Wi,tf2, . . . w^.i) 

und wegen 

ist (6) 



lim?^=l 



lim <"^^ 9^„ + l(«^,Wi,tl2, . . . Wj = g>nK«*l»«*2; • • • «*n-l) ' 
u =0 
w 

Substituieren wir diese Werte in (7), so folgt 

Ersetzen wir dagegen in (7) n durch w— 1, so folgt 

D„(u,u^,u^, . . . w,_i) = c„g)^(t*,Wi,W2, . . . w„_i) . 
Folglich ist 

also wegen (8) 

(9) c„^^ = (- l)i«(»-i) 1! 2! 3! ... w! 

§ 52. Additionstheoreme der Funktionen ^(u) 
und i>('M). In der Gleichung (7) des vorigen Paragraphen 
setzen wir n — 1, u^=^ v. 

Es folgt mit Rücksicht auf (4), (6) und (9) 

eine Gleichung, die sich leicht auf direktem Weg yerifizieren läßt. 
Wir differenzieren logarithmisch nach u und erhalten. 

(§ 49, Nr. 11) 

(2) i(u + v) + tiu-v)-2^iu)=^^^y 
Durch Vertauschung von u und v erhalten wir daraus 

(3) t(u + v)-iiu-v)-2t{v)^-^^0^y 
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Aus den Gleichungen (2) und (3) folgt 
(4) 






g(„ _ «) _ ^(u) + tiv) ^ipM±m. 

Den Inhalt dieser Gleichungen bezeichnet man als Ad- 
ditionstheorem der g-Funktion. 

Differenzieren wir die Gleichungen (2) und (3) nach u, 
so folgt (§ 49, Nr. 11 und 12) 

(5) p(u + v)+p{u-v)^ 2p(u) ^ , ,y ^^^^' ,,, ~ , f (^^ , , , 

(6) p(u + v)-p{u-v) PlMli^)^. 



[!>(«) -!)(*)]• 
Aus (5) folgt, wenn wir u und v vertauschen 

<7) p(u + v)l+ p{u-v)- 2p{v) = r .y^""^', ^-.. + X'^^K. ' 

Wir addieren diese Gleichung zu (5) und bemerken, daß 

(§ 47, Nr. 7) 

Pj^}^M = 6^^^:^) = 6[i,(«) +1,(1,)] 

ist. 

Wir erhalten nach Division durch 2 

^(„ + ,)+^(«_,)=.l(^|±^_2M«)-2^(.). 

Aus dieser Gleichung' im Zusammenhalt mit der Glei- 
chung (6) folgt das Additionstheorem der jp-Funktion 

<8) ^(»+')-i[|g^]'-^(»)-K»). 

Wir erhalten eine bemerkenswerte Spezialisierung der 
Gleichung (7), wenn wir 

t, = a,,(v = l,2,3) 
setzen. 

Es ist 

X, n bedeuten die beiden Ton v verschiedenen Indizes aus der 
Reihe 1,2,3. 
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Wegen 

ergibt sich 

(9) [p(u + (öj - eJOW - ej = (e,- e^){e^-e;). 

§ 58. Multiplikation der Funktion p{u). Aus der 

Identität (7) des § 51 wollen wir eine für den Gh-enzfall 

u = w^ = i*j, . . . = w„ 

gültige Formel ableiten. Der beabsichtigten Anwendungen 
wegen erscheint es zweckmäßig den Index n durch » — 1 zu 
ersetzen. 

Die in Rede stehende Idendität lautet: 

W I (-l)i(»-i)(«-«)l!2!3!...(n-l)!cp>,t*„i.,,...t._0. 

Wir dividieren beide Seiten dieser Gleichung durch u — u^ 
und lassen dann diese Differenz gegen Null konvergieren; 
beide Seiten der Gleichung, die wir erhalten, dividieren wir 
durch {u — Wg)^ und lassen dann w — Wj gegen Null konver- 
gieren usw. Um die Grenzübergänge übersichtlich darstellen 
zu können, führen wir einige abkürzende Bezeichnungen ein. 
Wir setzen 



(2) 2)(;) = 



1 i)(M) 



p'(m) 



.i)('-^)(M) 1)W(m) 

1 !>(«,) /K) 



(3) 



A = 






«(«-«), 









("-») 



,(«-!) 






j)W(m) 

^(2»-8)(„) 



v = l,2,..» 



^(»-i)(m) 2,(«)(m) 
Wie leicht zu sehen ist, ist 
(4) I>i'^=I>„ (§51(4)) und i)i"' = A„. 

DuTÖge-Maurer, elliptische Funktionen. 5. Aufl. X2 
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Zwischen den Größen D^"^ und D^*"^^^ besteht die Bezie- 

n n 

hung 



(5) . i;"(--^ 



r 



Der Beweis ergibt sich sofort, wenn man die Elemente 
der i/-ten Zeile der Determinante D^^^ nach Potenzen von u^-^u 
entwickelt. 

Wir setzen ferner 

(6) q>^'^^ -^ "^ 

(A,/i = v,v + l, ...n—l; A</i; x== v, v + 1 , . . . n — 1) . 
Insbesondere ist 

(7) 9'i^>=»9',(§51,(6)) und 9^ = ^^- 
Aus der Definition der Funktion q)^^^ ergibt sich 

(8) lim--^,-g,r^>. 

Aus den Gleichungen (1), (5) und (8) folgt nun 

^^^><[l!2!...(i;A)!]2i;!(i; + l)!...(n--l)!<p^''^(i; = l,2,..n). 

Insbesondere ergibt sich für v = n mit Rücksicht auf (4) 

und (7) 

(10) A,= (- 1)'^-^[1!2!3! . . . (n-l)!p -^. 
Die Funktion 

ist eine elliptische Funktion, denn sie läßt sich als ganze 
Funktion der Derivierten^'(w)y(t^) . . .p^[^-^^(ti) der Funktion 
p(u) darstellen (3). 

Diese Funktion wird im fundamentalen Periodenparallelo- 
gramm nur im Nullpunkt unstetig und zwar zur Ordnung 
n^— 1. Denn für w == ist 

(11) Um «- Y(«) = lim "(^'^ . lim [^J'= n. 
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Die Funktion ö(nu) verschwindet, wenn u einer Gleichung 
der Form 

(12) nu^ 21(0^+2^(0^ 

genügt, wo A, /i ganze Zahlen bedeuten. 

Im Nullpunkt der w-Ebene und in den zu ihm homologen 
Punkten wird die Funktion /(w) unendlich, in den übrigen 
Nullpunkten von ö(nu) verschwindet auch die Funktion f(u) 
und zwar ebenfalls zur ersten Ordnung. 

Wenn die Zahl n ungerade ist, lassen sich die Nullpunkte 
der Funktion f{u\ die dem fundamentalen Periodenparallelo- 
gramm angehören, in ^ (w* — 1) Paare ordnen 

, 2X(o. 4- 2i£a>. 

W= + ^ ^ ^ ' 

— n 

'(A,/i = 0, 1, 2, ... ^(w — 1) ausgenommen A = 0/i == 0). 

In diesen Punkten verschwindet auch die Funktion 

(13) %'.^^(ßm)=Il[piu)-p(^^^''-^)]. 

Diese Funktion wird ebenso wie f(u) im Nullpunkt der 
e«-Ebene zur n^ — 1-ten Ordnung unendlich und zwar ist 

(14) limti-^-iö^(^._,)=l. 

Die Funktionen f{u) und Gi^^^_^^ (jpW) können sich folglich 
nur um einen konstanten Faktor unterscheiden (vgl. die Bemer- 
kung zu § 47, Nr. 3); wegen (11) und (14) ist dieser Faktor 
== w. Wir erhalten demnach (10) 

(^^^ ~ß^) = [l!2!8!..^(n- l)!p = ^^Un'-l)iP(«)) 

für ungerade n. 

Wenn die Zahl n gerade ist, so gehören zu den Null- 
punkten der Funktion f(u) (12) auch die Punkte 

(16) (»1 ©2=051 +(»8 ©8. 

Diese Punkte sind beziehungsweise zu den Punkten — (o^ 

— ojg — ojs homolog. 

12* 
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Die übrigen w^ — 4 Nullpunkte der Funktion lassen sich 
wieder in Paare ordnen: 

ikjli = 0, 1, 2, . . . —k— , ausgenommen iL = ft == 0] • 

In den Punkten (16) verschwindet die Funktion p{u), in 
den Punkten (17) die Funktion 

(18) 6^i(»'-.)(p(«))-/7[i>W -i.(?^*-^)]- 

Im Nullpunkt der w-Ebene ist 

(19) lim u^piu) 2, lim le^C«^-*) G^(„^_4)= 1. 

Aus den oben angeführten Gründen ist daher 

für gerade w. 

Weil A„ eine ganze Funktion der Derivierten der Funk- 
tion p{u) mit ganzzahligen Koeffizienten ist, so lassen sich 
die Koeffizienten der beiden ganzen Fuuktionen 

ö^(„»_i) und G|^„._4) 

als ganze Funktionen der Größen ^g^ und g^ mit ganzzahligen 
Koeffizienten darstellen (vgl. die Bemerkung zu § 47, Nr. 7). 
Wir benutzen die vorangehenden Entwicklungen um die 
Funktion p{nu) rational durch die Funktion p(u) auszudrücken. 
Die Funktion 
(21) F{u) =^ p{u) - p(nu) 

wird unendlich zur zweiten Ordnung in den Punkten, die der 
Gleichung 

genügen, wo A,/i ganze Zahlen bedeuten. Das sind die Null- 
punkte der Funktion ö(nii). 

Die Funktion F(u) verschwindet zur ersten Ordnung in 
den Punkten, die der Gleichung 

nu =^ + u + 2kG)^ + 2/iaj8 
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genügen. Hier bedeuten k und /i ganze Zahlen, die nur nicht 
beide durch n teilbar sein dürfen. Diese Punkte fallen mit 
dön Nullpunkten der beiden Punktionen 

g((n+l) ^) 1 ff((n — Du) 

6{u) 6{u) 

zusammen. Die Punktion 

besitzt somit dieselben Nullpunkte und Unstetigkeitspunkte 
wie die Punktion F{u) und da sie ebenfalls eine elliptische 
Punktion ist, kann sie sich von F(u) nur um einen kon- 
stanten Paktor unterscheiden. Daß dieser Paktor == 1 ist, er- 
gibt sich aus den Gleichungen 

lim u'Fiu) = Hm u^F^ (w) = 1 - -. (21) u. (22). 
Wir erhalten demnach 
(23) p{u) -pinu) = <L(('L+i)!^-..i)!0 „ }_ ^!Lt^-J . 

Substituieren wir die Werte (15) und (18) so folgt 

^' [^i(n*-l)0>(^))]* 

{24c)p{u)'-p(nu)^{ (w ungerade) 

Die hier auftretenden Punktionen A^ und G^ sind durch 
die Gleichungen (3), (15) und (20) erklärt. 

Die Darstellung von p(nu) als rationale Punktion Yon p(ti)y 
4ie durch die vorstehende Gleichung geleistet wird, bezeichnet 
man als „Multiplikation^^ der Punktion p(u). Betrachtet man 
nicht p(u) sondern p{nu) als gegeben, so erscheint p(u) als 
Wurzel einer algebraischen Gleichung vom Grade w* — 1 und 
man bezeichnet unter dieser Voraussetzung die Gleichung (24) 
als „Teilungsgleichung'^ Auf die Theorie dieser Gleichungen 
werden wir später ausführlich zurückkommen. 
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§ S4. Elliptische Ftuktiomen, deren ii-ta Wimel 
eine einwertige Funktion der Tariabeln u ist. Wir 

haben früher gesehen, daß es rationale Funktionen der Flache 
T gibt, deren n-le Wurzel in der einfach zosammenhängenden 
Fläche T* einwertig ist (§41). Diese Funktionen können wir 
niiiunehr anch als elliptische Funktionen definieren^ deren »4e 
Wurzel eine einwertige Funktion der Variabelii u isl Die 
Entwicklungen des vorigen Paragraphen gebeo uns die Mittel 
an die Hand, derartige Funktionen rational durch p(u) und 
p{u) auszudrücken. 

In den Gleichungen (2) und (6) des vorigen Pai'agraphen 
setzen wir v = m — l und schreiben v an Stelle you u und u 
an Stelle von m„_i* Wir setzen, eine neue abkürzende Be- 
zeichnung einführend 

p{u}-p{v) p{u)-p'{v) 
p\n) f{v} 



(l)4-^U(_l). 



IJ(«-l)(t?) 



p{^-\v) p^'^'^v) 



ys^-*)(ü) 



= C- 1)'»[1! 213! , . . (> - l)l]*F,(w/i?). 
Die Gleichung (6) des vorigen Paragraphen lautet nunmehr 

(s-l)^ tf {U + (H — l)y) ff"~^ {v — u) 
^n ^ ff'*f''-*^(tj)tf"(i*) 

Aus der Gleichung (9) des vorigen Paragraphen folgt so- 
dann mit Rücksicht darauf^ daß die Funktion 6(u) ungerade ist 



(2) 



(3) 



F (u/v) = - a(u. + (>.-!)»,)<,- ' 



(« — V) 



Nun setzen wir, unter i., /t ganze Zahlen rerstehend, die 
nicht beide durch n teilbar sind 



(4) 



p = ^lf*L+l/if^, 



Aue der Gleichung (§ 49, Nr. 1) 
tj (f* + 2 A ßij + 2 ^ 03) = (- 1 )^ ." + ^ -^-^ e>(^ ni + ^ '/.)(« + ^ ^^1 + ß «.)<?(«*) 
folgtj wenn wir u durch u — 1; ersetzen mit Rücksicht auf (4) 
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Substituieren wir diesen Wert in (3), so folgt 
(ö) F (u/v) =-Y— iy^+i)Ct'+i)e(^vi+A^»y3)(2"+(»i-2)p) r c(u — v) 1»^ 

■ L<y'*"\t;)<y(t*)J 

In,dem wir die w-te Wurzel ausziehen, erhalten wir 

(6) 0,^iu)=VF„{u/v) = e.e'' 7%«^' 

€ bedeutet eine 2w-te Einheitswurzel, die der Gleichung 

genügen muß, im übrigen aber beliebig gewählt werden kann. 

Die Funktion 0;^^(u) ist eine einwertige Funktion 
der Variabein w, die im Periodenparallelogramm nur 
einen Nullpunkt und nur einen Unstetigkeitspunkt 
besitzt. 

Aus den Periodizitätseigenschaften der (J-Funktion folgt 
die Gleichung 

Aus der Legendreschen Relation folgt mit -Rücksicht 
auf (4), daß der Exponent der Exponentialgröße rechts den 
Wert 

— u • oder den Wert + A • - — 

besitzt, je nachdem v = 1 oder « 3 ist Es ist demnach 



(7) 



^2ni 






Die Funktionen ^^^, (u) ändern sich somit um eine n-te 
Einheitswurzel, wenn u um eine Periode wächst, was übrigens 
schon daraus folgt, daß ihre n-te Potenz doppelt periodisch ist. 

Wegen dieser PeriodiÄität^eigenschaft genügt , ea, iW* — 1 
verschiedene von den Funktionen 0;i^(w): in Betracht zu ziehen^ 
etwa diejenigen, die den Indiz^swerten , 
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X,(i = 0, 1, 2, . . i w — 1 ausgenommen A == /i = 

entsprechen. Diese n*— 1 Funktionen lassen sich rational 
durch zwei derselben — etwa die Funktionen 0^q(u) und <2>oi W 
— und die Funktionen p(u) und p(u) ausdrücken. Aus den 
Gleichungen (7) folgt nämlich, daß der Quotient 



[^ioWf[^oiW]' 

die Perioden 2(o^ und 2(o^ besitzt; dieser Quotient läßt sich 

also rational durch die Funktionen p(u) und p'(u) ausdrücken. 

In dem einfachsten Fall w = 2 sind die drei Indizespaare 

und dementsprechend die drei Werte (4) 

in Betracht zu ziehen. Die Gleichung (1) liefert in^p diesem 
Falle den Ausdruck 

F,{u/v) ^p(u) - p(v) = p{u) -e, (v = 1, 2, 3) 

und aus (6) folgt, wenn wir £ = — 1 setzen, was zulässig ist 

, e(u — CO ^ 

(8) ]/^)-e^==_e''^--y-^/f 

Wir setzen nach Weierstraß Vorgang 



(9) y^^^)zr7^ = .^ 

und erhalten zur Definition der drei Funktionen 0y(u) unter 
Berücksichtigung der Gleichung 

cy(w + 2(ö,)--e'''»'("^"-)(y(w) 
die Doppelgleichungen 

§ 66., Die Fnnkticmen av{u), S(u) und S{u). Die 
Funktion <y^(u) ist wie die Funktion ö(u) eine ganze trans- 
zendente Funktion, die nur in einem Punkt der Perioden- 
parallelogramms verschwindet Sie ist, wie die Schlußgleichung 
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des vorigen Paragraphen zeigt, eine gerade Funktion. Im 
Nullpunkt der i^-Ebene nimmt sie den Wert 1 an. 

Aus der Gleichung (9) des vorigen Paragraphen ergeben 
sich die Gleichungen 

(1) «,.«(«) - <J^»(M,) = (e, - cj ««(«) ii,v = 1, 2, 3 

(2) /(«) = -2^^-^'-(^). 

Das Vorzeichen auf der rechten Seite der letzten Glei- 
chung ergibt sich aus der Bemerkung, daß 

limtiY(w)==-2 

u = 

ist. 

Die Periodizitätseigenschaften der Funktionen <Jy(w) er- 
geben sich ohne weiteres aus denen der Funktion ö(u). Aus 
der Gleichung (10) des vorigen Paragraphen folgt: 

(6i(u + 2gjj) = - e2»;x(«+a>a)<j^(|e) 

ff^(u + 2cöi) = e^^^^'^-^^^^ö^iu) 

(3) lö^iu + 202) c2'?*("+'^)<y,(M) 

6,{u + 2(0,) ^ €»'i*^-^^*)6,(u) 
6,{u + 2gji) = e^vi{^-^^x)(j^(u) 

Man kann diese Gleichungen in die beiden folgenden zu- 
sammenfassen: 

6^(u + 2c3,) = - e'''^("-*-"^)<y;i(w) A,i;«l,2,S 

Wir haben früher der Funktion 6(u) die Funktion 

(5) H(u) = cß" 2o7, "'^(^) (§ 49^ Nr. 13) 

an die Seite gestellt. Wir wollen nun Funktionen einf&hren, 
die zu den Funktionen tf^(u) in analoger Beziehungen stehen, 
wie die Funktion H(u) zur Funktion 6{u), 



(4) 
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Aus (5) folgt (s. die Schlußgleichung des vorigen Para- 
graphen) 

<',(«) »^-"'"-^ ^-^^ 

und hieraus 

(6) tf» = c«"'/e -^ H^ f = 1,2,3. 

Der Quotient 



verschwindet für v = 1 ; für v = 2 und v = S hat er auf 
Grund der Legen dreschen Relation den Wert 



Wir setzen nun, unter a,ß Konstante verstehend, über die 
sofort verfügt werden wird, 

(7) H,{u) = H{u + o,) 

(^) ®(m) = ß .6^^-'' H{U + (ög). 

Unter Benutzung dieser Bezeichnungen können wir den 
Gleichungen (6) die Form geben 



(10) 



,.(.)-Ä-|M 



Die Funktionen jffj, ®i und ® sind ebenso wie die Funk- 
tionen 6^ gerade Funktionen, während H ebenso wie 6 eine 
ungerade Funktion ist. 

Aus den für die Funktion H(u) geltenden Gleichunincen 
^ (§49, Nr. 14 und 15) 
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(11) M{u + 2a)i)^-H(u) H{u + 2<as)=' - e~^^"'^'^^ H(u) 
ergeben sich die Gleichungen (s. (7), (8) und (9)) 

(12) J3i(M + 2a)i) fli(M) JH,(M + 2a),) = c"'==="^'"'""'^J3i(M) 

(13) 0i(M + 2a)i) = ®,(M) @i(m + 2o),) = c"^'^"'""''®i(m) 

Tti 

(14) ®(m + 2o)i)==®(m) ®(m + 2c),) = -c"^ ®(m). 

Die vier Funktionen H, H^, &, ®y genügen also Relatio- 
nen der Form 

/'(« + 2(d,) = + /•(«) /'(« + 2a>,) = + e~^^'*"'"'"V(w)- 

Über die Konstanten o^^ die in den Gleichungen (8) und 
(9) vorkommen, wollen wir nun so verfugen, daß die zwischen 
den vier Funktionen bestehenden Beziehungen eine möglichst 
symmetrische Gestalt annehmen« 

Ersetzen wir in (9) die Variable w durch w + Oj, so folgt 
mit Rücksicht auf (8) 






Wir setzen ß ^ — icc und erhalten die der Gleichung (7) 
entsprechende Gleichung 

(15) 6>i(w) = ®(w + a)i). 

Sodann ersetzen wir in (9) die Variable u durch m + ojg 
und erhalten mit Rücksicht auf (11) 

Setzen wir 

so erhalten wir die beiden in Beziehung auf die Funktionen 
H und ® symmetrischen Gleichungen 



(16) 



®(m)= _ ie^^^'"'"'"^ H{u + cog) 
H(u) = ^ i^ ^*"'""'' ®(m + oj) • 
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Wir stellen die Relationen zwischen den Funktionen 
H, Hl, &, &i übersichtlich zusammen. 

( H,(u) = H(u + o),) 



(17) 



(18) 



ni 



&(u) « 



te* 



(au+ci»,) 



H(u + (Ö3) 



01 (w) = &{u + Ol) « e^"'» 



(2u + tti,) 



H(u + (0,) 



jy(t^) =« — «V""i 



(2 M + a»a) 



&(U + (öj) 



J7i(m) - fl(w + (Ol) - e*-x ^'"^"'^ &(u + CÖ2) 



0i(w)- 0(w + cjj). 

Die entsprechenden Relationen zwischen den Funktionen 
66^6^6^ sind erheblich weniger übersichtlich. 

Die Funktionen 6{u) und H{u) verschwinden, wenn 

ist. Aus der Definition der Punktionen ^^^(m) (Schlußgleichung 
des vorigen Paragraphen) ergeben sich die Nullpunkte dieser 
Funktionen und der Funktionen H^ ® ®^. Wir stellen sie in 
einer kleinen Tabelle zusammen 



(19) 



6(u) und H{u) 
6^{vi) und Hi(m) 
o^{u) und ®i(w) 
6^{u) und &{u) 



Nullpunkte 



u ■: 



00« 



U = (0o 



§ 66. ElUptlBohe Funkttonen iweiter und dritter 
Art. Die Funktionen 6 6^ H und & haben die charakteri- 
stische Eigenschaft gemein, daß sie Relationen der Form 

(1) /•(M + 2«,J = /'(''^"")-^'7(«) 1^ = 1,3 
genügen. Dieselbe Figenschaft kommt auch der allgemeineren 
Funktion zu 

(2) T(u) - e««^+/^"+yir(te - u^)H{u -u^),,.H(u- uj , 

wo aßyu^U2 . . . u^ Konstante bedeuten. 

Auch der Quotient zweier Funktionen der Form T(u) hat 
dieselbe Eigenschaft. Man dehnt die Bezeichnung ^^elliptische 
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Funktionen'^ auch auf derartige Funktionen aus: man bezeich- 
net eine einwertige Funktion der Variabein u, die im Endlichen 
keinen wesentlich singulären Punkt besitzt^ als ^^elliptische 
Funktion dritter Art", wenn sie den Relationen (1) genügt. 

In dem besonderen Fall, daß die Größen «^ und a^ ver- 
schwinden, die Periodizitätsfaktoren sich also auf Eonstante 
reduzieren, bezeichnet man die Funktion als „elliptische Funk- 
tion zweiter Art". Die doppelt periodischen Funktionen, für 
die auch die Konstanten b^ und feg verschwinden, unterscheidet 
man als „elliptische Funktionen erster Art", oder auch als 
elliptische Funktionen im engeren Sinn. Wenn im folgenden 
von elliptischen Funktionen ohne weiteres die Rede ist, so 
sind immer solche von der ersten Art gemeint. 

Die Konstanten a^ und a^ sind nicht voneinander unab- 
hängig. 

Ersetzen wir die Variable u in der ersten der Gleichungen 
(1) durch u + 2(03, ^^ ^®^ zweiten durch u + 2cj^, so müssen 
wir, weil die Funktion f(u) nach Voraussetzung einwertig ist, 
denselben Wert erhalten. Es muß denmach 

(3) a^ (Ö3 — ttg (Dl = nTci 

sein, wo n eine ganze Zahl bedeutet. 

Eine elliptische Funktion dritter Art besitzt in jedem 
Periodenparallelogramm gleichviel Nullpunkte und gleichviel 
ünstetigkeitspunkte, denn sie ändert sich beim Übergang von 
einem PeriodenparaUelogramm zum andern nur um einen Fak- 
tor, der weder Null noch unendlich wird. 

Eine elliptische Funktion dritter Art, die im Endlichen 
nirgends unstetig wird, bezeichnen wir nach H. Webers Vor- 
gang als T-Funktion, die Anzahl der Nullpunkte, die sie im 
PeriodenparaUelogramm besitzt, wird als ihre Ordnimg be- 
zeichnet. 

Eine T-Funktion der Ordnung Null ist eine Exponential- 
funktion der Form 

WO aßy Konstante bedeuten. 

Wenn nämlich die Funktion T{u) im Endlichen weder 
Null noch unendlich wird, so ist die Funktion log T{u) im 
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Endlichen überall einwertig und stetig. Die zweite Deri vierte 
des Logarithmna ist, wie aiis den Bedia.giingsgleichtmgen (1 
herTorgelitj eine doppelt periodische Fnnktion^ also da sie im 
Periodenparallelogramin nicht unstetig wird^ eine Konstant e 

Jede T-Funktion w-ter Ordnung läßt sich in der Form (2) 
darstellen. 

Bezeichnen wir nämpch mit u^u^ - ^ ■ % die Nullpunkte 

der Funktion im fundamentalen Periodenparallelogranim , so 

ist der Quotient 

__^ T(u) 

eine T-Funktion der Ordnung NuU^ also eine Funktion der 
Form (4). 

In derselben Art kann man zeigen^ daß sich jede ellip- 
tische Funktion dritter Art als Quotient von zwei T- Funk- 
tionen darstellen läßt. Haben dieee beiden T*Funktionen die- 
selbe Ordnung j so ist der Quotient eine elliptische Funktion 
zweiter Art und umgekehrt läßt sich jede elliptische I?unk- 
tion zweiter Art als Quotient zweier T- Funktionen derselben 
Ordnung darstellen. 

Aus der Darstellung (2) der T-Funktionen ergibt sich 
eine Relation zwischen ihren Nullpunkten und den Konstanten 
a^a^W. Mit Rücksicht auf die Gleichungen 

H(ti " u^ + 2g}J ^ — H(u — %) 



7ti 



2(03) = ^ ^ "'* '' 



'«ji + t,^) 



H{u - u,) 



folgt ans (2) 

log T{u + ScDi) — log T{ii) =^ nm + Aacj^ {u + m^) 

4 2ßmi + 2m^7ti 
log T{u + 2m^) — log T{%i) = fiTii - w ^ {u + m^) 

n 

+ ~" /,^*A + -icGjgff* + cOjj) + 2ßG}^ + 2mgjtL 
i = 1 

Hier bedeuten m^ und m^ nicht näher bestimmte ganze Zalden. 
Der Vergleich mit (1) gibt nach einer leichten Rechnung 
(5) »1 ^ iaca^. 
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(6) a3 = -w^* + 4a(D3. 

(7) 6i «- (2mi + n)%i + 2ß(x)^ . 

n 

(8) \ = (2^3 + n)ni + ^'2^, + 2^(03. 

Aus (5) und (6) folgt 

(9) a^co^ — a^w^ ^ nni . 

Die in der Gleichung (3) auftretende ganze Zahl n ist also^ 
wenn es sich um T- Funktionen handelt, gleich der Ordnungs- 
zahl. Im Fall der allgemeinen elliptischen Funktion dritter 
Art ist n die Differenz zwischen der Anzahl der Nullpunkte 
und der ünstetigkeitspunkte im Periodenparallelogramm. Aus 
(7) und (8) folgt 

n 

(10) ^,.(6iCÖ3 - fegOi) = (2^1 + n)(Ö3 - {2m^ + n)(o^ -^^a- 

Wenn die Nullpunkte der T- Funktion gegeben sind, so 
bleiben die Konstanten aßy, von denen der Exponentialfaktor 
abhängt, verfügbar. Wir können sie so wählen, daß 
erstens die Konstante a^ = ist, und daß 
zweitens die Quotienten hjTci und hjni reell sind. 
Die erste Bedingung erfordert 

(11) « = (5). 
Aus (6) folgt dann 

(12) «3 = -«^*- 

Bezüglich der zweiten Bedingung ist zu bemerken: 
Weil der Quotient (ojw^ nicht reell ist, so kann jede 
komplexe Größe in der Form giCo^+g^G)^ dargestellt werden, 
wo g^ und g^ reelle Größen bedeuten. Man kann demnach 
der Gleichung (10) durch zwei reelle Größen 

(13) 9. = -^ 9.--^, 

genügen, und zwar sind diese Größen eindeutig bestimmt. 

Nachdem die Größen 6^ und h^ bestimmt sind, ergibt sich 
der W<ert von ß aus einer der beiden Gleichungen (7) oder (8). 
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Die speziellen I^- Funktionen, deren Periodizitätsfaktoreo 
den in Rede stellenden Bedingungen genügen ^ bezeicknet man 
als „^-Funktionen*'. 

Für die ^-Funktionen erhalten also die Gleichungen (1) 
die Gestalt ((12) und (13)) 

f #(^. + 2ßJi) = e-^i '*'>(«) 
(14) 



[^(u + 2m^)^fr^^''fe "^i 



(w + tPä,) 



^(m). 



Die Größen f/^ y g^ bezeichnet man ab j^ Charakteristik^* der 
-&- Funktion. Die Periodizitätsei genschaften der -&- Funktion 
erfahren keine Änderung, wenn man die Zahlen g^ und g^ um 
gerade ganze Zahlen ändert; man betrachtet deshalb zwei 
Charakteristiken, die sich nur in dieser Weise unterscheiden^ 
als nicht wesentlich yer schieden. 

Man fügt häufig die Charakteristik dem Funktion ezeichen 
als Index an und schreibt ^^ ^ (w) statt ^(w). 

Die Funktionen Hj H^j &, S^j mit denen wir uns im 
vorigen Paragraphen beschäftigt haben^ sind ^-Funktionen erster 
Ordnung, Wir stellen ihre Charakteristiken Übersichtlich zu- 
sammen (vgl, die GL (H) bis (14) des vorigen Paragraphen). 

\ E H^ e e^ 
(15) -^ 



§1 

ff, 



110 
10 10 

Der Quotient zweier '^-Funktionen von gleicher Ordnung 
und Charakteristik ist eine doppelt periodische Funktion. Wir 
ziehen damus den Schluß: 

Haben zwei '^'-Funktionen von gleicher Ordnung 
nnd Charakteristik alle Nullpunkte bis auf einen ge- 
meiUj so haben sie auch den letzten gemein und unter- 
scheiden sich nur um eine mnUiplikative Konstante. 
Demi andernfalU wäre ihr Quotient eine doppeltperiodiscbe 
Funktion erster Ordnung und eine solche gibt es nicht. 

Aus dem eben bewiesenen Satze folgt weiter i 

Zwischen n + 1 ^-Funktionen der Ordnung ttj 
^^u), #t^* («)... #<*'J(t*), ^'' + %u), die dieselbe Charakte- 
ristik besitzen^ besteht eine lineare Relation 



I 
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mit konstanten Koeffizienten c^, Cg . . . c^, c^+u die nicht 
sämtlich verschwinden. 
Zum Beweis setzen wir 

und bestimmen die Verhältnisse der Konstanten c^, c, . . . c^ 
derart, daß die Funktionen /*(ti) und '»•(*'+ ^)(m) w — 1 Null- 
punkte gemein haben. 

Es kann der Fall eintreten, daß die Funktion f{u) identisch 
verschwindet; alsdann besteht schon zwischen den Funktionen 
-9'(^)(m), d'^^\u) . . . d^^'^u) eine Relation der verlangten Art. Ist 
^as nicht der Fall, so ist der Quotient 

— ?Jri{ — = einer Konstanten — c« . t • 

Multipliziert man eine -O'-Funktion von der Ord- 
nung n und der Charakteristik g^g^ mit einer -O'-Funk- 
tion von der Ordnung n' und der Charakteristik g\gQ\ 
so ist das Produkt wieder eine -O'-Funktion. Ihre Ord- 
nung ist n + n'y ihre Charakteristik g^ + g\j g^ + g\. 

Der Beweis ergibt sich ohne weiteres aus der Gleichung (14). 

Wir sind übereingekommen, zwei Charakteristiken g^g^ 
und g\g\ als nicht wesentlich verschieden zu betrachten, 
wenn die Differenzen g^ — g\^ g^ — g^' gerade ganze Zahlen 
«ind. Dieser Übereinkunft zufolge besitzt das Produkt von 
2wei O'-Funktionen, die beide eine der vier Charakteristiken 

(1,1) (1,0) (0,1) (0,0) 

besitzen, ebenfalls eine dieser Charakteristiken. Wir können 
-daher aus den vier Funktionen fl, ^, @, ®^ 'S* -Funktionen 
von beliebig hoher Ordnung zusammensetzen, denen eine der 
vier genannten Charakteristiken zukommt. 

Es ist nicht schwer zu beweisen, daß man auf diese Weise 
alle 'd'- Funktionen mit dieser Charakteristik darstellen kann. 
Wir gehen darauf nicht ein, sondern beschränken uns darauf, 
die Tragweite der im vorausgehenden bewiesenen Sätze durch 
einige Beispiele zu erläutern. 

Die Quadrate der Funktionen Hy H^, ®, 0^ sind von der 
zweiten Ordnung und sie besitzen die Charakteristik (0,0). Es 

Duröge- Maurer, ellipÜBche Funktionen. 5. Aufl. 13 
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muß deshalb zwischen je drei von diesen Quadraten eine lineare 
Relation stattfinden. 

Wir können demnach die Gleichung 

c,H\u) + c,Hliu) = ©»(«) 
ansetzen^ wo qCg Konstante bedeuten. 

Für M = verschwindet H(u), für w = o^ verschwindet 
Hi(u) (§ 55, Nr. 19). Wir erhalten deshalb 

Substituieren wir diese Werte, so folgt 

(16) &\{0)m(u) + ®\0)Hl(u) = iff (O)0«(w) . 
Ersetzen wir in dieser Gleichung u durch w + cjg, so folgt 

(§ 55, Nr. 17 und 18) 

(17) Hl{0) H^(u) + @\0)&l(u) == ^(0) &\u) . 

Bilden wir, unter v einen verfügbaren Parameter verstehend,, 
das Produkt 

f{u) = H{u + v) S{u - v) . 

Aus den Gleichungen (11) und (14) des vorigen Paragraphen 
ergeben sich die Gleichungen 

f(u + 2a)i) == - f{u) f(u + 2(0«) = 6-4! ^"^"•y(w) . 

Die Funktion f(u) ist somit eine -d*- Funktion zweiter Ord- 
nung mit der Charakteristik (1,0). Dieselbe Ordnung und 
Charakteristik besitzen die Funktionen 

H(u)&(u) und H^{u)&^{u). 
Es besteht daher eine Relation 
H{u + v) ®{u - t?) = Ci H{u) @{u) + c^^n^(u) e^(u) . 
Wir setzen w = und erhalten 

_ H(v)S (v) 
^2 H, (0)9,(0)' 

Für w = (Dj ergibt sich 

_ g(t; + oJ (9(t?-oJ ^ H,(v)G,(v) 

Wir erhalten 

(18) Ifi (0) &, (0)H(u + v)Q (li - i;) = 

= H(u)&(u)H^(v)Q^(v) + H^{u)®^{u)H(v)&(v). 
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Bilden wir das Produkt 

f{u) ^&(u + v) &(u — v) . 
Die Funktion f(u) genügt den Gleichungen (§ 55, Nr. 14) 

f(u + 2a.,) = f(u) f{u + 2a>,) - 6-'^*^"-^^'VW ; 
f(u) ist daher eine 0*- Funktion zweiter Ordnung mit der 
Charakteristik (0,0). Dieselbe Charakteristik besitzen die beiden 
Funktionen 0^(u) und H^{u). Wir können deshalb die Gleichung 
ansetzen 

&{u + v) &{u -v)^c^ ®\u) + c, H\u) . 

Wir setzen einmal w = und dann w = (öj und erhalten 

©((öj + v) 0((öi — v) = q 0*(a)i) + Cg ir^(oji) . 
Der letzten Gleichung können wir auch die Form geben 

Substituieren wir den Wert von c,, so erhalten wir 
C^\0)&l(v) = &,{0)@\v) + c^&\0)Hl(P) 
und hieraus folgt mit Rücksicht auf (17) 

Substituieren wir die Werte von c^ und Cg; ^^ folgt: 
(19) &\0) 0{u + v) 0(u -v)^ &\tt)&'(v)-' H\u) H\v) • 
Aus (18) und (19) folgt sodann 

Wir werden später sehen, daß diese Gleichimg das Additions- 
theorem der Jacob ischen Funktion sn w ausspricht. 
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Fünfter Abschnitt. 
Darstellnng der elliptischen Fnnktionen. 

§ 67. Darstellnug der Fnnktioii p'{u). Wir haben 
im vorigen Abschnitt die Existenz der elliptischen Funktionen 
nachgewiesen und ihre charakteristischen Eigenschaften fest- 
gestellt. Es erübrigt diese Funktionen analytisch darzustellen. 

Aus Zweckmäßigkeitsgründen beginnen wir mit der Dar- 
stellung der Funktion p{u). 

Die Funktion p\u) wird im Nullpunkt und in den zu 
ihm homologen Punkten 

zur dritten Ordnung unendlich und zwar ist im Punkt m?^^ 



iimr/w + ,— ^— sl=0. 



Es ist leicht, analytische Ausdrücke herzustellen, die die- 
selben Unstetigkeiten darbieten. Der einfachste Ausdruck dieser 
Art ist die Reihe 

+ 00 +oe 

Wir beweisen zunächst/ daß diese Reihe unbedingt und 
gleichmäßig konvergiert, sofeni der Punkt u mit keinem der 
Punkte Wj^^ zusammenfällt*) 

Von der Reihe (1) trennen wir das Anfangsglied 

2 

ab, so daß im folgenden die Kombination der Summations- 



*) Bezüglich der Begriffe der unbedingten und gleichmäßigen 
Konvergenz vgl. F. Th. § 24. 
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Indizes A = 0, ft = auszuschließen ist. Wir ziehen nur 
solche Werte der Vaxiabeln u in Betracht, die der Bedingung 
genügen 



(2) 



1- 



"A/. 



für alle ganzen Zahlen X, (i mit Ausnahme von A = 0, /t = 0. 
Da die positive Größe q beliebig gewählt werden darf, 
besagt diese Annahme nicht mehr, als daß der Punkt u mit 
keinem der Punkte w^^ zusammenfallen darf. 

Weil der Quotient t = — keinen reellen Wert hat, so 
liegen die Werte der sämtlichen Quotienten 

unter einer angebbaren positiTen Größe q'. Folglich ist für 
alle in Betracht kommenden Werte der Yariabeln u und der 
Indizes Jl, (i 



(u-w^^)' 



(i* +(*•)* 



< 



(1«+^V 



"x^ 






Wir brauchen daher nur noch die Konvergenz der Reihe 



^ 



zu beweisen. Die Summe ist zu erstrecken über alle Kom- 
binationen von ganzen Zahlen A, ft mit Ausnahme der Kom- 
bination A = 0, /i == 0. An diese Annahme soll der Akzent 
am Summenzeichen erinnern. 

Die vier Glieder, die den Indizes 

+ A, und 0, + A 
entsprechen, haben denselben Wert und ebenso die vier Glieder, 
die den Indizes 

entsprechen. Daher ist 



;i=i 



198 § .^- Dantellang der Funktionen p{u), £{ü) and <r(u). 

Nun ist 

1 /* dx 



Folgüch ist 



y 1 r dx 1 



also 



1 = 1 

Die Reihe (1) konvergiert demnach, wenn die Bedingung (2) 
erfüllt ist, unbedingt und gleichmäßige was zu beweisen war. 

Diese Reihe stellt daher eine einwertige Funktion F{u) 
der Variabein u dar. Diese Funktion besitzt die beiden Perioden 
2 (Ol und 2 ©3, denn eine Vermehrung der Variabein u um eine 
dieser Perioden ist mit einer Umstellung der Glieder der 
Reihe (1) gleichbedeutend. 

Die Funktion F(u) ist ungerade, denn ändern wir gleich- 
zeitig das Vorzeichen von u und die Vorzeichen der Summa- 
tionsindizes — das letztere bewirkt nur eine Umstellung der 
Glieder der Reihe — so ändert auch die Reihensumme ihr 
Vorzeichen. 

Die Differenz p'(u) — F(u) ist denmach eine ungerade, 
doppeltperiodische Funktion. Sie wird im fundamentalen 
Periodenparallelogramm nirgends unstetig, ist also eine Kon- 
stante, und zwar als ungerade Funktion «= . 

Damit haben wir für die Funktion p\u) die Darstellung 
gewonnen 
(3) p'(u)^-2^^^^-^„ A,^=0, ±1, ±2, .... 

§ 68. Darstellung der Ftmktioiieii piu), S(^) 
und 0(u). Weil die Reihe (2) des vorigen Paragraphen 
gleichmäßig konvergiert, darf sie gliedweise integriert werden. 
Es ist somit 

>l,|Lt=0, ±1, ±2, ..., mit Ausnahme der Kombination A=0,|Lt=0. 
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Für w = ist 

Folglich erhalten wir 

(1) i'(«) = i + 2''[(«^^'-4]" 

Die beiden in der Klammer stehenden Terme bilden zu- 
sammen ein Reihenglied und dürfen daher nicht auseinander 
gerissen werden. 

Auch die vorstehende Reihe konvei^iert unbedingt und 
darf deshalb gliedweise integriert werden. Mit Rücksicht auf 
die Definition der Funktion g(w) (§ 48) erhalten wir 

-/[i-w-y.*«-«.)- :— 2''./T<.4.>-- ss]""- 



Es folgt 

Durch abermalige gliedweise Integration erhalten wir 
mit Rücksicht auf die Definition der Funktion 6{u) (§ 49) 

(' 

Es folgt 
<4) .ogt' = ^[.og(l-^;) + 4; + S^]. 

Bezüglich der Definition der Logarithmen, die in der vor- 
stehenden Gleichung auftreten, ist zu bemerken: die in der 
Gleichung (3) vorkommenden Integrale sind selbstverständlich 
alle über denselben Weg zu erstrecken. Der Integrationsweg 
darf durch keinen der Punkte m?^^ gehen, im übrigen kann er 
beliebig gewählt werden. Einem bestimmten Integrationsweg 
entsprechen eindeutig bestimmte Werte der Logarithmen. . 

Aus (4) folgt: 

<5) <*(«) = «/rXi-w-;)^"'" ""'' 

{X, ft = 0, ± 1, ± 2, • • ausgenommen A = 0, ft = 0). 



200 § 58. Daxatellung der Funktionen p{u), t(w) und ö{u). 

Die Gleicliiiiigen (1) und (2) setzen die XJnstetigkeiten der 
Funktionen p(u) und ^(u) in Evidenz, die Gleichung (5) die^ 
Nullpunkte der Punktion 0(u). 

Die Funktion p(u) ist in den Größen w, (o^y Og homogen 
vom Grade —2, die Funktion J;(w) ist homogen vom Grade — 1,. 
die Funktion 6{u) ist homogen vom Grade + 1. 

Führen wir an Stelle der Perioden 2(0^^ 2(o^ ein anderes- 
Paar primitiver Perioden 

(6) 2©;= a . 2(01+ jS • 2cö3, 2(o'^^ y - 2(o^ + d - 2a)^ 
ein. cf, ß, y, d bedeuten ganze Zahlen, die der Bedingung 

ad — ßy = 1 
genügen (vgl. § 39). An Stelle der Größe 

Wj^^ = 2k(o^ + 2fi(o^ 
tritt nun die Größe 

w[^ = 2(Aa + fty)©! + 2(kß + ftd)o3 . 

Wenn die Indizes l, ft alle ganzen Zahlen mit Ausnahme 
der Kombination ^ = 0, ft = durchlaufen, so gilt dasselbe 
für die Indizes 

Xu + fiy und Xß + fid. 

Daraus folgt: die Funktionen p{u)y ^(u) und 6(u) 
ändern sich nicht, wenn man die Perioden 2(Di, 2(o^ 
durch ein anderes Paar primitiver Perioden ersetzt}, 
diese Funktionen sind also der Substitution (6) gegen- 
über invariant. 

Aus der Gleichung (1) ergibt sich ein Ausdruck der In- 
varianten g^ und ^8 durch die Perioden 2(d^ und 203. Ent- 
wickeln wir die Glieder der Reihe (1) nach steigenden Potenzen 
von w, so erhalten wir 

Der Vergleich mit der Reihenentwicklung (§ 47, Nr. 9) 
zeigt, daß 
ist. 



§ 59. Einfach unetidlicbe ReUieii. 
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Aus dem Konvergenzbeweis, den wir im Torigen Para- 
graphen gefiibrt haben, gebt hervor, daß die beiden vor- 
stebenden Reiben konvergieren^ wenn der Quotient — keinen 
reellen Wert besitzt. Daraus folgt: die Größen g^ und g^ 
können so gewjiblt werden, daß die beiden Perioden 2%, 2^3 
vorge&cbri ebene Werte annebmenj mit der einzigen Ein- 
ßchränkuDg, daß der Periodenquotient keine reelle Zahl ist- 
Derselben Bedingung unterliegen die Perioden einer einwertigen 
doppelt periodischen Funktion,*) 

Daraus folgt, daß sieh die Begriffe „elliptische Funktion^* 
und j,einwertige doppelt periodische Funktion ohne weeentlich 
smgulären Punkt im Endlichen^^ vollständig decken (vgl. § 47 
Schluß). 

Man kann daher ^ um die Theorie der elliptischen Funk- 
tionen zu entwickeln y auch von dem Begriff der einwertigen 
doppelt periodischen Funktion ausgehen. Die Darstellung der 
Theorie, zu der man auf diesem Weg gelangt ^ gestaltet sieb 
äußerst einfach und durchsichtig **) Der W^eg, der in diesem 
Buch eingeschlagen ist, ist erheblich weiter. Er bietet dafür 
einen Vorteil, der namentlich fiir ein Lehrbuch ins Gewicht 
fällt; die Methoden, die wir benutzt haben, sind in weitem 
Maße der Verallgemeinerung fähig; sie laösen sich mutatis 
mutandis auch dann anwenden, wenn an Stelle der quadratischen 
Grrundgleichung zwischen der unabhängigen Variabein x und 
der Irrationalität i», von der wir ausgegangen sind, eine be- 
liebige algebraische Gleichung zwischen x und s tritt. 

§ 58< BarBtellung der Funktloiien p{u) und %{uf 
durcli einfach nnendlicbe Keihen, Aus den zweifach un- 
endlichen Reihen des vorigen Paragraphen lassen sich leicht 
einfach unendliche Reihen ableiten. 

Zu dem Zweck fassen wir alle die Glieder der Summe (1) 
des vorigen Paragraphen, die demselben Indes /i entsprechen^, 
in eine Teilsumme zusammen. Unter Benutzung der ab- 
kürzenden Bezeichnungen 

•) YgL F. Tb. § 39. 

**) Der Bechite Abaclinitt der F. Th. gibt einen kurzen Abriß dieter 
Theorie, 
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(1) 9^eW = ^+^ L(t«-2AaiJ« + (w + 2Xcöi)«~^*4PvJ' 

(2) (p^{u) = (^._2^a)s)« "■ 4^«a)j« "^ ^ L(w — 2Aa)i — 2/icö,)« 

+ l l ! 1 

können wir die in Rede stehende Gleichung in der Form 
schreiben 

(3) p(u) = q>,(u) +2[q^,iu) + fp_^{u)] . 

Wir machen nun von der bekannten Partialbruchzerfällung 
der Eotangente 

ctg iZ? = — +^^«_x«*« ^ ¥ + ^^ Li^x"^ + S+I^J 
Gebrauch*). Durch Differentiation dieser Gleichung ergibt sich 

Wegen 

« = o \8in*aj XV ~ 3 
folgt aus der vorstehenden Gleichung für x = 

Wir setzen nun in (4) 



^""2ii; 



und substituieren in (1). Es folgt 
Sodann setzen wir in (4) 



8in'^ 
2 (Ol 



^^äffl'^^""^'*^«) 



♦) Vgl. F. Th. § 34. 



§ 69. Einfach unendliche Reihen 
und substituieren in (2). Wir erhalten 

(7) 



203 



Die Reihe 






(8) 



'^™! am* if. ? 



m Bin' ^ 



konvergiert. Zum Beweis setzen wir, Reelles und Imaginäres 
trennend 

—-» = « + ^i. 

Die Größe ß ist von Null verschieden und positiv. Aus 
der Gleichung 



sinfi- 



8in(ft + l) — ^ 



g-yu(/»-aO_g/i(/»-at) 



ergibt sich, daß der absolute Betrag der links stehenden Größe 
bei wachsendem (i gegen e~^ konvei^ert und hieraus folgt die 
Konvergenz der Reihe (8). In derselben Weise ist die Kon- 
vergenz der Reihe 



y — - 

^^^ PITI ' IIA . 



^^ »in«— (w — 2fta)5) 



ZU beweisen. 

Wir substituieren die Werte (6) und (7) in (3) und fassen 
die von u unabhängigen Glieder zusammen. Wir erhalten 



<9) i'«-4$rT7^+i;CTTir7- 

* Bin'- — f^ \ Bin*- — (u-— 



2 11(0^) sin«— (w + 2^aj,) 



)] 



— a 



= - — 5 >^ a. 

'^i^SToo sm« OTT («* — 2^(05) 



2(0^ 
Die Konstante a hat den Wert 



(10) 



2aii* 



^/ . , «ca. 



i sin' fi - 
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§ 59. Einfach unendliche Reihen. 



Durch Integration der Gleichung (9) ergibt sich bei Be- 
rücksichtigung der Bedingung 

(ll)e(«) = ^^[ctg^^+2'(ctg^^(«-2^«,,) + ctg^(« + 2^o,3)) + ««. 

Das allgemeine Glied der rechts stehenden Reihe formen 
wir um. Wir bemerken zunächst, daß 



(12)^*g2^(^""2i^^8) + Ctg2^(w + 2ft08) = 



2 gm — 



^ «CO, 7CU 

cos 2 II — - — cos — 



ist und wir setzen sodann zur Abkürzung 

(13) q = e"^. 

Da der imaginäre Teil des Periodenquotienten — positiv 

imaginär ist, so ist der absolute Betrag der Ghröße q kleiner 
als 1. Man bezeichnet diese Größe als ,;Jacobisclie Eonstante''. 
Aus (13) folgt 

cos2,t^' = |(ä'"' + ä-n 
Daher ist die rechte Seite der Gleichung (12) 
4q ^ sin — 



4iU 



l-2g2/^cos^ + 3 



Wir substituieren diesen Ausdruck in (11) und erhalten 



(14) t{u) = ^ 






4flr'*gin — 



Aus der vorstehenden Gleichung folgt 

£(M + 2öO-e(w) = 2a(Di. 



+ au. 



Es ist daher 



(15) 



a-^. 
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Um die Halbperiode tj^ des Integrals zweiter Gattung 
duFch die Größe q auszudrücken^ setzen wir in der Gleichung (10) 

Wir substituieren in (15) und erhalten 

(16) ''' = ^Xi~S{i^y ' 

Aus dieser Gleichung ergibt sich auf Grund der Legendre- 
schen Relation 

ein Ausdruck für die zweite Halbperiode tj^, 

§ 60. EinflAch nnendliche Prodnkte. Aus der 

Gleichung (14) des vorigen Paragraphen folgt mit Rücksicht 
auf die Bedingung 



M = U 

COS "- -\- q 



-2/^cn«***-L«4/. 



log<y(^) -logsin|^^ -log^-J- +J; log (HI^ 



'^' n' 



und hieraus 

, ^u^ oc 1-232^ cos — + 3*^ 

An Stelle der hier auftretenden trigonometrischen Funk- 
tionen können wir auch Exponentialfunktionen einführen. 
Wir setzen 

Ttiu 

(2) e'^ = e 

und erhalten 

(9) ,(„)_'|..Ä'---n-<'-^;;^-^. 



^=1 



Aus den vorstehenden Darstellungen der Funktion 6(u) 
ergeben sich unmittelbar Darstellungen der Funktion H(u). 
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Es ist (§ 49, Nr. 13) 

H{u) = c-e **"' ff(M), 
folglich 



(4) H{u) == C sin ^^-^ JJa - 2q'^ cos ^ + 3^^) 

Hier bedeutet C eine Konstante, über die wir im folgenden 
Paragraphen verfügen werden. 

Ersetzt man die Größe u durch die Größe u + (o^, 
so tritt an Stelle der Größe js (2) die Größe iß. Aus der 
Gleichung (17) des § 55 

folgt daher 

(5) H,(u) ^ C cos ^^ ]Y(l + 2q^^ cos ^ + q^^) 

= C'-^^ JJ{1 + q'^0') (1 + q'^z-') . 



i" = i 



Ersetzen wir in der Gleichung (4) u durch w + cog, so 
tritt an Stelle der Größe (2) die Größe 



7ti{u + (0 i) 
2 (Dl 



6 



"=1/2-2^ 



an Stelle der Größe 

tZ^ die Größe ^- 

Aus der Gleichung (17) des § 55 

@(u) = - ie^""' H{u + G3^) iq^z H(u + (o^) 

folgt daher 
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(6) 0(«) = C- i2-i/7 (l - 23*^-1008^ + 3«"-») 

00 

= C ■ ^q-i fli^- 3*"- V)(l - ^K-^g-») 

und hieraus folgt (§ 55, Nr. 17) 

:^(«u+(«,) 

(7) &,{u) = &iu + io,) = e*"^ Hiu + <o,) 

= C i3-i/7(l + 23»"-^ cos ^ + 3»"-*) 

Die Potenz g~i, die in den Gleichungen (6) und (7) vor- 
kommt; ist durch die Gleichung 

71 0), i 

eindeutig bestimmt. 

Aus den Gleichungen (5), (6) und (7) in Verbindung mit 
den Gleichungen (10) des § 55 ergibt sich eine Darstellung 
der drei Funktionen (S^{u) durch einfach unendliche Produkte^ 
auf die wir unten zurückkommen werden. 

§ 61. Darstellimg der @-Fnnktionen durch ein- 
fach unendliche Reihen. Um zunächst die Funktion &i{u) 
in eine Reihe zu entwickeln, betrachten wir das endliche Produkt 

(1) F{z) = (1 + 3^j (1 + 3V) •••(! + 3'"- 'z') 

(1 + 3«-*)(l + q'e-^) •••(! + 3«"-»«-«). 

Die Funktion F(e) genügt der Funktionalgleichung 

Fjqz) ^ i +g^" + i g^ l + g-y 



oder 

(2) (3*" + 2^) F(qji) = (1 + 3'"*+1ä*) F{g) . 



208 § 61- Darstellung der ©-Funktionen durch einfach unendliche Reihen. 

Führen wir auf der rechten Seite der Gleichung (l)-die 
Multiplikation aus, so ergibt sich ein Aggregat der Form 

<3) F(z)^Ä, + Ä,{z^+jr') + A,(0' + 0-^)^^. + A,(z'- + ^-'-) 

Der letzte Koeffizient hat den Wert 

(4) Ä„^q^\ 

Aus (2) und (3) folgt 

+ n n + l 

f, = —n ^ = -(n-l) 

und liieraus ei^ibt sich die Bekursionsformel 

(l_j8n + 2^)^^_ ^2^-1(1 _^2«-2.« + 2)^^_^ 
(,t= 1,2, ••,«). 

Mit Rücksicht auf (4) erhalten wir 

(i-g*")(i-g^''-») , 

. (l-g*'')(l-g*"-^)--(l-9'-^'>' -^l)^.., 
(1-2^ (1-2*)... (1-3»»-^") ^ 

(l-g*")(l-g*'-^)...(l-g^''^») 
^" (l_3«)(l_2*)...(l_3«") 

Gehen wir zur Grenze für unendlich wachsende n über, 
80 wird 

]L^A=='(l-g«)(l-g*)(l-3«)... = -^ 

1 



»^.^.^e-ä"' 
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Der Vergleich der Gleichung (1) mit der Gleichung (7) 
des vorigen Paragraphen zeigt, daß 

ist. Wir setzen nun nach dem Vorgang Jacob is die zur 
Verfügung stehende Konstante 

(5) C^2qiQ = 2q^JJ(l^q'-^') 
nnd erhalten für &i(u) die Reihenentwicklung 

(6) &^(u) ^ ^q^'z^^ 

lu — — ao 

== 1 + za cos h 2ö* cos h 2q^ cos 

Mit Rücksicht auf die Gleichungen (14) und (15) des 
§ 55 ist femer 

<7) e(u) = ®^(u+(D^) 

+ 00 

=^(-l)^ö^'^'" 

= l — 2q cos h 2^* cos 20^ cos \- — 

Aus der Gleichung (18) des § 55 folgt 

<8) H, (u) = e'"^ ®,{u + (D3) = g^^0i(w + m,) 

/< = — 00 

= 2qi cos h 2g4^ cos ^ \- 2q^ coa^— + — 

Endlich folgt aus der Gleichung (17) des § 55 
<9) H{u)^-H,iu + (o,) 

/< = — 00 

= 25t sm 2qf sm . h 2g4 sm -r 

2wj ^ 2©j ^ 2©i 

Duröge-Maurer, elliptische Funktionen. 5. Aufl. 14 
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Weil der absolute Betrag q\ <1 ist, so konvergieren 
die Reihen (6) bis (9) für jeden endlichen von Null ver- 
schiedenen Wert der Größe z oder was dasselbe sagen will,, 
für jeden endlichen Wert der Variabein u. 

Von besonderem Interesse ist der Fall, daß die Periode 
2©! reell, die Periode 2(d^ rein imaginär ist. Weil der Quotient 
t = O3/01 positiv imaginär ist, müssen die beiden Größen (o^ 
und ©g/i dasselbe Vorzeichen besitzen. Die Jacobische 
Eonstante 

ist in diesem Fall reell, positiv und < 1. Folglich sind auch 
die Koeffizienten unserer Reihen reell. Reellen Werten der 
Variabein u entsprechen daher reelle Werte der Funktionen 
S(u), H^{u)y ®{^)j ®iW- R'öi^ imaginären Werten der Varia- 
bein u entsprechen rein imaginäre Werte der Funktion H{ii} 
und reelle Werte der drei übrigen Funktionen. Wenn 

<1 

«öl ! — 

ist, so ist 

In diesem Fall konvergieren die Reihen sehr schnell. 

Die vier Funktionen H, H^, ®, &^ hängen nur von den 
Quotienten 

- — = X und -^ = r 

also nur von zwei Argumenten ab. Eine einfache Rechnung 
zeigt, daß die vier Funktionen derselben partiellen Differential- 
gleichung 

dx* n dt 
genügen. 

§ 62. Darstellung der Funktionen a(u) nnd o^{u). 

Aus den Darstellungen der Funktionen IT, H^, ®, ©^ durch 
einfach unendliche Produkte und Reihen ergeben sich auf 
Grund der Formeln des § 55 Darstellungen der Funktionen 
und 6^., Es erübrigt nur, die in den genannten Formeln 
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aujfkretenden Konstanten H\0), H^iO), ®(0), ®^{0) zu be- 
rechnen. Wir benutzen zu diesem Zweck die unendlichen 
Produkte des § 60. Zur Abkürzung gebrauchen wir neben 
der im vorigen Paragraphen eingeführten Bezeichnung 



(1) 




Q' 


= /7(i 

u — 1 


-i'") 


noch die 


folgenden 


L 


n — l 




(2) 




Qi 


oo 

= 77(1 

/. = ! 


+ ä*") 


(3) 




Q,- 


QO 

= /7(i 


+ 3^-1) 


(4) 




Q.' 


CO 


-3»"-). 



Zwischen den Größen Qj ^,, ^g, Q^ besteht eine einfache 
Beziehung. Um sie abzuleiten, bemerken wir, daß QQ^ das 
Produkt aus den sämtlichen Faktoren 

l-ä, l-q% 1-3», 1-3*... 

ist. Denn Q enthält alle die Faktoren, in denen der Exponent 
von q eine ungerade Zahl ist und Q^ alle die Faktoren, in 
denen er gerade ist. 
Es ist also 

und auf dieselbe Art ist zu zeigen, daß 
ist. Folglich ist 

/u = l 

und hieraus folgt, weil Q nicht verschwinden kann, 

(5) <2i<?2Ö, = l. 

In den Gleichungen (5), (6) und (7) des § 60 setzen wir 
nun M = und substituieren den Wert 

C^2q^Q (§61, Nr. 5). 

14* 
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Wir erhalten 

(6) E,{0) = H{m,)^2q^QQ,' 

(7) ®{0) = -iq^H{m,)==QQ,^ 

(8) ®,(0) = g'^(«,)=^<?,l 
Aus der Gleichung (4) des § 60 folgt 

(9) H'(0) = ^-2^e 

Wir substituieren diesen Wert in die Gleichung (5) 
des § 55 

und erhalten 

(10) eU) = '^e^"^?^- 

Aus den Gleichungen (10) des § 55 folgt mit BQcksicht 
auf die Gleichungen (6), (7) und (8) 



(11) 6,{u) = e 



(1^) 6^(u) = e -^y^-i 






(13) ^31«*) = ^ -^2- 



§ 63. Bestimmimg der Größen ye^ — e^ nnd 
V^^— ^ . In der Gleichung (10) des vorigen Paragraphen 



»/i , 



setzen wir der Reihe nach «* = Oj, Og, (Ö3. Bezüglich der auf- 
tretenden Exponentialgrößen ist zu bemerken: auf Grund der 
Legendreschen Relation ist 
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2^0332 = 2^ (l^lOg- i?8 Ol) + i%0J8 = ^ + i%Os; 

Folglich ist 

Aus der Herleitung dieser Formeln ergibt sich, daß 

yi^ e^ und ^* = ß *"* 
ist; die beiden Größen sind also eindeutig bestimmt. 

Nun erhalten wir mit Rücksicht auf die Gleichungen (6) 
bis (8) des vorigen Paragraphen 

Setzen wir auch in den Gleichungen (§ 54, Nr. 9 und 10) 

w der Reihe nach = oj^, cjg; CI3, so folgt mit Rücksicht auf 
die Gleichungen 

«'s = c'i + c's ^2 = ^1 + ^8 



(4) y^i-c.^^v'^V^^''*"^ / ^ / ^ 

^ -^ '^ ^ 1 0(0)2) <^(ö>l)<^(<08) 

(6) 1/^:^ = Ä) = _ e*«.. *(?»!_ 



(7) V%^ = "* A^ = e-""^ -/vT-^ - - »■ V^^ 

(9) ,/,pr^_sg_.-..-^^^__iV^_^. 
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Durch diese Gleichungen ist die Bedeutung der Wurzeln 
y^^— -e^ eindeutig festgelegt. 

Substituieren wir in die Gleichung (4) die Werte (1), (2) 
und (3) der Größen 6{g3^, so folgt 

Nun ist 



7C% 



und 

(Nr. 5 des vorigen Paragraphen). 
Es folgt 

(10) y^x^^ = 2^<?^^8. 
Dementsprechend folgt aus den Gleichungen (6) und (8) 

(11) l/er-^=^>^ä^«2*i 

(12) i/^-^=_^<y<^,. 

Aus den drei vorstehenden Gleichungen folgt die Identität 

(13) «?*2=162«*i+<?*8- 
Es folgt ferner 

(14) Y^—i^^y^ QQ>^, 

(15) V^-^,-y^-2q^Q(?^. 

(16) Vi^Tr^ = |/_|<2<2,^ 

Das Vorzeichen der Wurzel 

V 2ö)i 

kann beliebig gewählt werden. Um nichts unbestimmt zu 
lassen, wollen wir festsetzen, es werde so gewählt, daß der 
Arkus der Wurzel 

^y und >~f 

ist. Wenn die Größe (o^ reell und positiv, die Größe CO3 
positiv imaginär ist, so ist demnach die Wurzel positiv. Die 
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Größe q ist in diesem Fall reell und positiv und die Größen Q Q^ 
Q^ Q^ sind ebenfalls reell und positiv (vgl. 1 bis 4 des vorigen 
Paragraphen), folglich ist auch den vierten Wurzeln, die in 
den vorstehenden Gleichungen vorkommen, ihr positiver Wert 
beizulegen. 

Aus den Gleichungen (14) bis (16) ergibt sich für die 
24-te Wurzel aus der Diskriminante 

(? = 16 (e, - e-.fie, - e,)\e^ - e,y 
der Ausdruck 

(17) yG=y^y^^Q- ■ 

Femer können wir die vierten Wurzeln aus dem Modul 
und dem komplementären Modul 

(18) VS-"(/p|-V^«r|- 

(,9) Vf-fj^-t 

als eindeutige Funktion des Periodenquotienten definieren. 

Endlich folgt aus den Gleichungen (6) bis (8) des vorigen 
Paragraphen und den Gleichungen (14) bis (16) 

(20) ^^(0) = 2qi Q<?, = l/'-J' fe, - e, 

(21) ®,(0) =(?<?*, = y^ fi--e, . 

(22) ®(0) - <?(?«3 =]/?5- Ve^-'e,. 

Aus der Gleichung (9) des vorigen Paragraphen folgt mit 
Eücksicht auf (17) 

(23) H\0)^^^q^Q^^y~^^G 
und hieraus wegen § 62, Nr. 5 

(24) ^'(0)=2*^fii(0)©(0)®,(0). 

§ 64. Transformation der Perioden« Die Funktion 
€(u) ändert sich nicht, wenn wir an Stelle der Perioden 2(o^, 
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203 mittelst einer ganzzahligen Substitution von der Deter- 
minante 1 ein äquivalentes Periodenpaar 2(X)\, 2(o\ einführen 
(§ 39). Man bezeichnet diese Operation als „lineare Perioden- 
transformation". Den Funktionen ^X^) (y == 1, 2, 3) kommt 
diese Eigenschaft der Invarianz nicht zu; wir wollen nun 
untersuchen, wie sich diese Funktionen einer linearen Perioden- 
transformation gegenüber verhalten. Es sei 

(1) oj'i« acDi + /3cD3 cö'3=ycöi+ doj-, 
aßyd bedeuten ganze Zahlen, die der Bedingung 

(2) . a8 — ßy = l 
genügen. 

Wegen der doppelten Periodizität der Funktion p(u) er- 
geben sich aus den Gleichungen 

drei Gleichungen 

(3) p{co\)^e;, p{fo\) = e^ p(cj\) = e^,, 

wo kfip eine Permutation der Zahlen 12 3 bedeuten. Ihre 
Werte hängen von den Resten ab, die die Zahlen aßyd bei 
der Division durch 2 ergeben. Wir stellen sie in einer kleinen 
Tabelle zusammen. 



(4) 





Reste modulo 2 
a ß y S 
10 1 
10 11 


Werte der Indizes 




X ti 


V 


I 


1 2 


3 


n 


1 3 
3 2 


2 


m 


110 


1 


IV 


Olli 


3 1 


2 






VI 



110 1 
1110 



2 1 3 
2 3 1 
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Nun ist 

Das Vorzeichen der Wurzeln ist durch die Gleichungen 
lim uyp(u)^7;^ = 1 (A = 1, 2, 3) 

M = 

bestimmt. Daraus folgt 



(5) 



Die Funktionen 6^(5^6^ werden also infolge der 
Periodentransformation (1) in derselben Weise per-^ 
mutiert wie die Größen e^e^e^. 

Insbesondere ergibt sich: 

Wenn die Substitutionskoeffizienten a und S un- 
gerade, die Substitutionskoeffizienten ß und y gerade 
sind (4, I), so bleiben die drei Funktionen ^jC^j^g un- 
geändert. 

Um auch das Verhalten der vier Funktionen H, H^ , &, &^ 
gegenüber der Periodentransformation festzustellen benutzen 
wir die Gleichungen (5) und (10) des § 55. 



(6) 



H{u) = II((S)e 2-x "\{u) H,{u) = H,(0)ß ^-x "'^^(t^) 
l @(u) = @(0)e~ 2^x "* ^8 (u) 0i(w) =- 0i(O)6"" ^x '''^aCw) . 



Das Verhalten der Funktionen 6^(u) bei einer Perioden- 
transformation ist im vorhergehenden festgestellt, und das 
Verhalten des Exponentialfaktors ist leicht zu übersehen; es 
bleibt daher nur zu untersuchen, wie sich die von der Varia-^ 
beln u unabhängigen Faktoren verhalten. 
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ftjj ^Bd -4 seien reell und 
fet't^iig emd die OrÖßen 



äth bi8 (22) des vorigen Para- 
Liiif die Gleichungen (1) bis (4) 

1 iilglich ist 



., = e* 



.1- Gleichungeu 



^«1 die GröBea e^ and 
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Aus der Gleichung (23) des vorigen Paragraphen folgt^ 
daß die 8-te Potenz der Größe 



V- 



.'^(0) 



hei einer Periodentransformation ungeändert bleibt, und aus 
(20) bis (22) daß die 8-ten Potenzen der drei Größen 

■|/^^x(0) K|®(0) Y^&M 

in leicht zu übersehender Weise untereinander permutiert 
werden. 

Die Bestimmung der noch zu ermittelnden 8-ten Ein- 
heitswurzeln wollen wir nur für die beiden Substitutionen 

(7) co\ = »1 cö's = öj -f Ö3 
und 

(8) G)\ = »8 C3\ = — CJi 

aus denen sich alle anderen zusammensetzen lassen, durch- 
führen (vgl. § 39). 

Im Fall der Substitution (7) werden die beiden Größen 
62 und e^ miteinander vertauscht (4, II). Wir machen deshalb 
den Ansatz (vgl. (6)) 

J?'(0, Cd'i, Oj'j) = € jS'(0, ©i, Ö3) 

J3i(0, co\, (ö'j) = «1 Ji(0, ©i, Oj) 
©1(0, «1, (o\) = £2 ®(0, oji, CD3) 

^ 0(0, (d'i,(ö's) = £3 01(0,(01,038) 

£, £,, «2, £3 bedeuten 8-te Einheitswurzeln. 
Aus der Relation (§ 63, 24) 

(10) S'(O)==^J3i(O)0(O)0i(O) 
folgt 

(11) 8 = 6^8^6^, 

Aus Stetigkeitsbetrachtungen ergibt sich, daß die vier in 
Bede stehenden Einheitswurzeln sich nicht ändern, wenn sich 
die Perioden 2aji, 203 stetig ändern, vorausgesetzt daß der 
imaginäre Teil der Periodenquotienten * positiv imaginär 
bleibt. 



(9) 
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Nehmen wir an, die Größen Oi und -r seien reell und 
positiv. Unter dieser Voraussetzung sind die Größen 







2 


= e *^ und 2 = 


g4cu, 


reell und 


positiv. 


Die Größe 








q'-' 


Ttm^'i n (ö>i + CO,) i 


-^ 


ist reell und 


negat 


IV, das Produkt 










e-¥«'* = 3^ 





ist reell und positiv. 

Aus den Gleichungen (20) bis (22) des vorigen Para- 
graphen folgt mit Rücksicht auf die Gleichungen (1) bis (4) 
des § 62, daß die Größen 

H,(0/co,,a>,) 0(0/(01,(03) 0i(O/(öi,cj,) 
und die Größen 

reell und positiv sind; das Produkt 

e-T^i(0/aji', (DsO 
ist ebenfalls reell und positiv. Folglich ist 

£2=1 «8=1 «i = e* 

und wegen (11) auch 

Wir erhalten demnach die Gleichungen 

H{u/(o^, (Dl + (Dj) = yiH{u/(o^, ©s) 

H^(U/C0^, (Dl + (D3) = yiH^iu/G)^, (»3) 
0(t*/(Di, (Dl + (Dg) «: &t{u/(0^, (Dj) 
0i(m/öi, «1 + Ö3) == ®(W<»i; «»s) • 

Im Fall der Substitution (8) werden die Größen e^ und 
€3 vertauscht. (4, III.) 






(12) 



(13) 
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Es ist demnach 

5,(0/0,/, 0,0 = «1]/^' ®(0/coi, CO,) 

®i(OH', »sO = e,]/^^ ®,(0/a,„ 03) 

®(0/«,/, 03') = s,y^ H,iO/a>„ CO,). 

Nehmen wir wieder, um die Einheitswurzeln zu bestimmen, 
an, die Größen »i und (oji seien reell und positiv; unter 
dieser Voraussetzung sind die Größen 

7t CO,» TtlO^'i Tftl»!» 

g = e «1 und q=e < = e~ *"» 
beide reell und positiv und dasselbe gilt für die Größen 

qi und qi. 

Folglich sind die in Rede stehenden Nullwerte der Funk- 
tionen -ffj, @, @i sämtlich reell und positiv (vgl. die Bemer- 
kung am Schluß des vorigen Paragraphen), daher sind die 
Produkte 



positiv, folglich ist 



^Yi-'-V-^. (-1.2,8) 



'.Vi-v-'Z 



wo die rechts stehende Quadratwurzel positiv zu nehmen ist. 
Der reelle Teil der Größe 



. OD. 

t — 



ist für alle zulässigen Werte der Perioden positiv. Folglich 
ist für alle in Betracht kommenden Werte der Größen Oi, o^ 



(14) 



* r (o^ V (Ol 



zu setzen. Die Quadratwurzel ist so zu wählen, daß ihr reeller 
Teil positiv ist. 
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Auf Grund der Gleichung (10) ergibt sich 

(16) .|/?__iyl,|. 

Infolge der Transformation (8) tritt an Stelle der Ex- 
ponentialfunktion 



die Funktion 



Infolge der Legen dreschen Relation ist 

2 Q)^ 2 OD, 4 Oj 0)3 

Aus den Gleichungen (6) ergibt sich nun mit Rücksicht 
auf (13), (14) und (15) 



(16) 



®(«/o„ -Ol) = ]/- i'^^^^' H^iulio^, (03), 

0, (t^/cÖ3, - Ol) = ]/- i ^ e*-x-. @^ (t,/ß,^, OJg) . 

Unter 

ist der Wert der Wurzel zu verstehen, dessen reeller Teil 
positiv ist. 

§ 65. Die verschiedenen Bezeichuungsweisen der 
'S- Funktionen. Die Funktionen H und 6 hat Jacobi in 
seinen „Fundamenta nova theoriae funktionum ellipticarum" 
eingeführt (Werke, Bd. 1), wie schon oben gelegentlich bemerkt 
worden ist. Als unabhängige Variable tritt aber nicht das 
Weierstraßsche Normalintegral erster Gattung u, sondern das 
Legendresche Normalintegral 
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auf (vgl. §111 Dementsprechend treten an Stelle der Perioden 
2 CO,, 2 (Dg die Perioden 

2K =» Ve^T^ ' 2cöi und 2iK' - ]/e^ - e^ • 2o8 . 

Weil die Funktionen H und in den Größen w, c^^, coj 
homogen vom Grade Null sind (§ 61), so zieht diese Änderung 
der Variabein keine wesentliche Änderung der im voraus- 
gehenden entwickelten Formeln nach sich. Man hat in den 
Formeln des § 61 einfach die Quotienten 

durch 

-^ und - j^ 

zu ersetzen. Nur die Werte der Derivierten erfahren eine 
Änderung: an Stelle der Derivierten 

ist nunmehr die Derivierte - «- 

du dv ye^ — e, du 

einzuführen. 

Während die Halbperioden oj, und cog unabhängig variabel 
sind, besteht zwischen den Halbperioden K und iK' eine Re- 
lation. Aus der Gleichung (21) des § 63 folgt: 

(1) ]/^= QQl = @i(0) = 1 + 22 + 22* + 28» + . • .. 

Auf Grund dieser Gleichung können wir die Gleichung (24) 
des § 63 umformen. Diese Gleichung lautet, wenn wir v als 
unabhängige Variable einführen: 

lmi-^ = ^^Ä,(0)©(0)@,(0). 

Eliminieren wir K, so folgt 

(9\ lim^^") ■H'. (0)0(0) 

^^) ffo"« 67(0)— 

Auch die Formeln (16) des vorigen Paragraphen lassen 
sich bei Benutzung der Jacob ischen Bezeichnung in bemerkens- 
werter Weise umformen. 
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Wir ersetzen auf der rechten Seite die Größen u, (d^, cj^ 
beziehungsweise durch ?«;, K, iK'] auf der linken Seite be- 
ziehungsweise durch V, — iKf K\ Dies ist zulässig, weil die 
in Betracht kommenden Funktionen in den Größen u, c»i, «g 
homogen vom Grade Null sind. Die rechts voranstehenden 
Paktoren bringen wir auf die andere Seite. Wir erhalten 

*H(iv/K, iE') = i]/^. ^' H{v/K\ iE), 



(3) 



@ {iv/K, iE') = y ^ e*^^' H,{v/E\ iE) , 

@,(iv/E, iE') - ]/J e*^' @^{v/E\ iE) . 
Das Vorzeichen der Wurzel 

ist so zu wählen, daß ihr reeller Teil positiv ist. 

In den Vorlesungen über elliptische Funktionen, die den 
Schluß des ersten Bandes seiner gesammelten Werke bilden, 
behandelt Jacobi die in Kede stehenden Funktionen als Funk- 
tionen der beiden Variabein 

TT CO, » 71 K' 

und benutzt die Bezeichnungen 
%'{x) = 1 — 2g cos 2x + 2q^ cos Ax — 2q^ cos 6x , , . 
d'^(x)= 2i/q8mx - 2 V^sin 3x + 2Yg^smbx . . . 
d'^(x) = d-^^x + ^^ = 2yqcosx + 2V^cos Sx + 2V?^ cosö^r . . . 

^s{x)=^ d'(x + y) == l + 2gco8 2a; + 2^cos4a: + 2g^cos6a;... 
Es ist also (§ 61) 
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Weierstraß schreibt -ö-^ (^Wn Stelle von 'S- (rr) und -ö-^ (^jl 
an Stelle von d'^ix), (v = 1, 2, 3). Er wählt also 

u 

als unabhängige Variable. Außerdem bezeichnet Weierstraß 
die Jacobische Eonstante 

mit h. 

Halphen folgt in seinem Traite des fonctions elliptiques 
der Weierstraßschen Bezeichnungsweise. 

Vielfach nimmt man die Charakteristik in die Bezeichnung 
auf, schreibt also 

^00 (^) ®oi(^) ®ioW ®llW 

statt 

^sW ^W ^2^ ^l(^)- 

Dieser Bezeichnungs weise bedient sich H. Weber in seinen 
elliptischen Funktionen. 

§ 66. Die Jacobischen Funktionen sni;, cni;, dnr. 

Durch die Funktionen H{v), H^(v)f ®(v)^ ^iW lassen sich 
die Ja CO bischen Funktionen sn {v), cn (v), dn (v) (vgl. § 13) 
sehr leicht ausdrücken. Wir setzen nach Jacobis Vorgang 

(X) snv^^^^-^^ cni;--®^^)-^^-(^) . &{0) e,{v) 

{l) ^^^- H^^o^g^^^ ''''^- H,{0) 0{v) ^^^ e,{0) Giv) y 

{v = ye^ — e^u K^ Ye^ — e^ co^ iE' = Yh — ^z ^s) • 

Die multiplikativen Konstanten in den vorsteheiijden 
Oleichungen sind so gewählt, daß 

cnO-=l dnO==l und snJT^l 
ist. Die Funktionen cn v und dn v sind gerade, sn v ist un- 
gerade. 

Der Zusammenhang der Jacob ischen Funktionen mit der 
Weierstraßschen jp- Funktion ergibt sich aus den Entwick- 
lungen der §§ 54 und 55. Aus der Gleichung (9) des § 54 
und den Gleichungen (10) des § 55 folgt 

(2) cnt;=^ = J^^S dni; = ?4^^=iS^. 
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Aus der Gleichung (5) des § 55 in Verbindving mit der 
Gleichung (10) desselben Paragraphen folgt 

xr i. öM Konst. 
sn V = Konst. — ^- = — = • 

Um die Konstante zu bestimmen, setzen wir 
Wegen sn -Sr= 1, p{p^ = e^ erhalten wir 



(3) sn t; = y^}!^^ . 

Damit sind wir auf einem ganz anderen Weg wieder zu 
den Formeln des § 13 gelangt. 

An Stelle der von Weierstraß gebrauchten Funktion 

^^ ^ du 

tritt bei Jacob i die Funktion 

Z(v) = ^l£^®W 
V / dv 

auf. Aus der zweiten der Gleichungen (17) des § 55 folgt 

d log 0{u) «1 d log H{u + ö>s) 

du 2ö)i ' du 

und aus der Gleichung (5) desselben Paragraphen folgt 

dS CO, <^^ + ^8^ + d^ 

Wir erhalten daher mit Rücksicht auf die Legendresche 
Relation 



dlogöCti + cöa) 



du 



©1 J 



<glog0(t?) ^ 1 ( Zlog@(u ) ^ 1 
dv l/e, — 63 du y«! — «8 

und hieraus folgt 

(4) Z{y) = -4=[e(u + C03) - ^ t^ - 1?«]. 

Durch diese Gleichung wird die Jacobische Funktion Z(i;) 
auf die Weierstraßsche Funktion %(u) zurückgeführt. 

Differenzieren wir die Gleichung (4) nach v, so folgt 

(§ 49, Nr. 11) 

Duröge-Maurer, elliptische Funktionen. 5. Aufl. 15 
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Nun ist (§ 52, Nr. 9) 

^^^+"»)-^» _ .A^ == ^23^2,; (3) 

folglich 

wofür wir auch schreiben können 

(5) fc2sn2|; = Z'(0)- Z'(t?). 

Weil die Funktion ®(v) gerade ist, ist @'(0) = 0, 
folglich 

"^ W - 0(0) 

Aus (5) folgt daher 

(6) y,„...._||).-||. 

Anstatt die Jaco bischen Funktionen auf die Funktionen 
Ypiu) — e^ zurückzuführen, kann man ihre Theorie auch in- 
dependent entwickeln, indem man sich auf die Eigenschaften 
der Funktionen H, H^, ®, ®^ stützt. Diese letzteren kann man 
entweder durch die Reihen des § 61 definieren, oder man kann 
von den charakteristischen Eigenschaften der allgemeinen 
-ö"- Funktion ausgehend durch Spezialisierung zu ihnen ge- 
langen. Den ersteren Weg hat Jacobi in seinen schon ge- 
nannten Vorlesungen eingeschlagen: den letzteren Weg, den 
die Entwicklung der Funktionentheorie eröffnet hat, kann man 
in H. Webers Lehrbuch verfolgen. 

Wir wollen im folgenden kurz darlegen, wie sich aus den 
im vorausgehenden nachgewiesenen Eigenschaften der Jacob i- 
schen -O^Funktionen die Sätze über die Jacobi sehen elliptischen 
Funktionen ergeben, die in den §§ 13 bis 15 entwickelt 
worden sind. 

Aus den Gleichungen (11) bis (14) des § 55 ergeben sich 
ihre Periodizitätseigenschaften. Sie sprechen sich in den 
Gleichungen aus: 
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, . I sn (t? + 2K) = — snv, cn {v + 2K) = — cn v, 
W 1 dn(v + 2K)^dnv. 

.^. I sn (t? + 2iE') == sn «;, cn (v + 2iK') = — cn v, 
^^ l dn(i;+ 2iÄ:')^ dnt?. 

. . |sn(i? + 2J£:+2iJ£:') = -sni;, cn(i; + 2Jr+2ijr') = cnt;, 
•^^^ l Ar{v + 2K-\- 2iK') dn t?. 

Die drei Jacobischen Funktionen gehören demnach zu 
den elliptischen Funktionen zweiter Art (vgl. § 56). Ihre 
Quadrate besitzen die beiden Perioden 2K und 2iK\ Die 
Funktionen selbst besitzen die folgenden Perioden: 



Funktion 



(10) 



sn V 
cn V 
dn V 



Perioden 



4:K 2iK' 
2K UK 



2K+2iK' 



Die drei Funktionen besitzen dieselben Unstetigkeits- 
punkte (1), 
(11) 2XE+{2ii + l)iK' (A, fi ganze Zahlen), 

es sind das die Nullpunkte der Funktion 0{v) (§ 55, Nr. 19). 
Ihre Nullpunkte stimmen beziehungsweise mit den Nullpunkten 
der drei Funktionen S{v), S^{v), &i(v) überein. Wir wollen 
sie ebenfalls übersichtlich zusammenstellen: 



Funktion 



(12) 



sn V 
dn V 



Nullpunkte 



2kK+2iiiE' 
(2A+ l)E+2(iiK' 
l2X+l)E+(2ii + l)iK' 



Den Beziehungen zwischen den vier Funktionen JST, H^^ 
Sy @i, die in den Gleichungen (17) und (18) des § 55 ihren 
Ausdruck finden, entsprechen Beziehungen zwischen den drei 
Funktionen sn, cn, dn. 

Um die betreffenden Fqrmeln einfacher Schreiben zu können, 
definieren wir zwei Orößen h und Tc durch die Gleichungen 



(13) 



®i(0) 



(TgL § 63, Nr. 14 bis 16). 



15» 
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Aus den oben genannten Gleichungen folgt mit Bücksicht 
auf (1) 

- sn V 



(14) 
(15) 



sn{v + K) = j-, m(v + K) = -h'^^., 



iniv + K) = i, 



dntj 



(16) 



dn (v + iK') = — i 

Aus diesen beiden Gleichungssystemen folgt weiter 



Ajcnv' 
L' sn V 
cn t? 

Aus den Gleichungen (16) und (17) des § 56 ergeben sich 
bei Benutzung der Bezeichnungen (10) die folgenden B/Clationen 
zwischen den Quadraten der drei Funktionen sn, cn und dn: 

(17) sn^v + cn^i; = 1, ifc^sn^i; + dn^t? = 1. 
Für t* = Ä' ist sn t; = 1, dn t? = // (1), folglich ist 

(18) Js^ + r^=l. 

Aus den Gleichungen (3) des vorigen Paragraphen folgt 
mit Rücksicht auf (1): 



(19) 



sn iiv K. iK) =^i — ) ' ' . ' , 

^ V ^ cji(v/K , iK) 

cn (iv/Kf iK') = — . ,.^. .•^, , 

j /• /j^ •T^'\ dn(v 'K\iK) 

anUv K, iK)= — >-, i^,— .^ • 



Aus der Schlußgleichung des § 56 ergibt sich sofort das 
Additionstheorem der Funktion sn v: 

(20) sn(t; + t;0 = ^i-^J^ -A^^ - . (ygl. § 14). 

Das Additionstheorem der Funktionen cn v und dn v kann 
man in derselben Art beweisen. 

Mittelst des Additionstheorems läßt sich leicht der Dififeren- 
tialquotient der Funktion sn v berechnen. Wir setzen einen 
Augenblick zur Abkürzung 
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(21) lim?5_ü_Ä 

und bemerken, daß der Grenzwert 

, . 1 — cn t? dn t? 
hm -j 

t,=0 ^ 

endlich ist; denn die beiden Funktionen cn«? und dn v sind gerade 
und nehmen für «? = den Wert 1 an. Eine einfache Rechnung 
ergibt 

\22) hm — ^= — ' — = — ^ — =hcnv anv, 

•» 
Da die Funktion sn v in den drei Größea v^KjK' homogen 
vom Grad Null ist, so ist die Größe h (21) eine homogene 
Funktion der Größen K und K' vom Grade — 1. Wir können 
deshalb den Wert des Quotienten K'jK festhaltend über die 
Größe K derart verfügen, daß die Größe h einen vorgeschriebenen 
Wert annimmt. Wir wollen K so wählen, daß die Gleichung (2) 
des vorigen Paragraphen erfüllt ist. Unter dieser Voraussetzung 
ist wegen (21) und (1) 

U ^ .-ML., lim ^^ = 1 
und die Gleichung (22) lautet 

(23) --, = cnv dnt;. 
Aus den Gleichungen (17) folgt sodann 

(24) ;j — = — sn t; dn ü, —j — = — A;* snt? cn v, 
^ ^ dv ^ dv 

Bezüglich der Realitätsverhältnisse ist zu bemerken: wenn 
die Größen K und K' reell sind, so entsprechen reellen Werten 
der Variabein v reelle Werte der Funktionen sn t?, cn t?, dn v. 
Rein imaginären Werten der Variabein entsprechen reelle Werte 
der Funktionen cn i;, dn i? und rein imaginäre Werte der 
Funktion sn v (19). 

Den Jacobischen Funktionen sn i?, cn t?, dnv gegenüber 
bietet die von Weierstraß eingeführte Funktion p{u) den 
Vorteil, daß sie unabhängig von der Wahl des primitiven 
Periodenpaares ist; den Jac ob i sehen Funktionen kommt diese 
Eigenschaft der Invarianz nicht zu. 
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Dagegen erweist sich bei vielen Untersuchungen der enge 
Zusammenhang als vorteilhaft, in dem die Jacobischen 
Funktionen mit den -d*- Funktionen stehen, und außerdem sind 
diese Funktionen in hohem Maße den Bedürfnissen angepaßt^ 
die bei der Anwendung der elliptischen Funktionen auf Probleme 
der mathematischen Physik hervortreten. 

§ 67. Ausartungeii der elliptischen Funktionen. 
Wir haben bisher durchweg an der Voraussetzung festgehalten, 
daß die Diskriminante 

G = 5f» - 27^1 = 16 (e, - e,)\e, - ^)\e, - e,f 

von Null verschieden ist. Unter dieser Voraussetzung ist der 
reelle Teil des Quotienten (o^i/coy^ von Null verschieden und 
negativ, und umgekehrt ist dies die ausreichende Bedingung 
dafür, daß die Diskriminante nicht verschwindet (vgl. § 62, 
Nr. 1 und § 63, Nr. 12). 

Wir wollen nun zusehen, wie sich die elliptischen Funk- 
tionen verhalten, wenn die Diskriminante gegen Null konver- 
giert. Dabei beschränken wir uns der Einfachheit wegen auf 
den Fall, daß die Größen e^, e^, e^ reell sind und wir halten 
an der Annahme fest, daß e^> e^^ e^ ist. 

Nehmen wir zunächst an, die Differenz e^ — 63 sei unend- 
lich klein, während die Differenz e^ — e^ einen endlichen Wert 
besitzt. Unter dieser Annahme ist der Modul 



— 63 



unendlich klein, der komplementäre Modul 

Y e^—e^ 

ist unendlich wenig von 1 verschieden. 

In erster Annäherung ist die Halbperiode 

1 
j^ ^ r dt n 

J 1/(1-*«) (l~fc^ " 2 


und die Größe 

1 



.1 i/ci-oa-A-'«««) ^ k 
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(s. § 19, Nr. 19; in dieser Formel sind die Buchstaben k und k'^^ 
K und K' zu vertauschen). 
Hieraus folgt 

- nK' ^2 
(1) ^ = ^ ^ =16- 



Die Formeln (6) bis (9) des § 61 ergeben, wenn man an 
Stelle der unabhängigen Variabein u die Variable v einführt 

0i(i;) = l 0(t;) = l 



^ ^ \ i?i(t;) =]/F cos t; H{y) = Yk ^mv . 

Hieraus folgt weiter (Gl. (1) des vorigen Paragraphen) 

(3) sn i; = sin t; cn i; = cos v dn t; = 1 . 

Aus der Gleichung (3) des vorigen Paragraphen folgt: 

(4) K«)=^s + '-^- 
Nun ist nähemngsweise 

61 + 2^3 = 0, 

also 






n- 



2öi "^3 12(Di* 

Wir können deshalb der Gleichung (4) auch die Form geben 

(5) ß(„) = __J^ + _j!^._J_. 

* * am*- — 

2(01 

Aus dieser Gleichung folgt sodann 

(6) g(«) = -/!>(«)<«« = i^.«+^ctg,'^ *) 
und weiter 

Nehmen wir nun in zweiter Linie an, die Differenz e^ — €2 
sei unendlich klein, die Differenz e^ — e^ dagegen endlich. Unter 

*) Der Wert der Integrationskonstanten ergibt sich auf Grund 'der 
Bemerkung, daß J:(t*) eine ungerade Funktion ist. 

**) Die Integrationskonstante wird durch die Bedingung lim — ^ = 1 
bestimmt. w=o «* 
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Attmif Annahme ist der komplementäre Modul Ic miendlicli klein 
und der Modul k unendlich wenig Ton 1 yerschieden. Wir 
erhalt^;n daher in erster Annäherung 

An» den Formeln (19) des vorigen Paragraphen folgt mit 
lUlckHicht auf (S) 

/ i-LT •T/'f, ,Bn(iv/K\iK) .. . 

cn (v/K, iK') = cniiv/k', ik) = ^v ' 

dn(t;/A, * A ) = ;. ■-, ' . ^: = — — • 

Wir erhalten also im vorliegenden Fall die Näherungs- 
fornn^ln 

( H ) HU w — cn t; = dni; = • 

e' + e'" e^' + e"" 

Die Funktion p{u) ist einer Periodentransformation gegen- 
nl)i»r invariant und sie ist homogen vom Grade — 2 in den 
(1 Willen u, (Oj, coj,. Folglich ist 

/>(ti/Wi, cöa) •« l>(w/w8> — oji) = — p(- /ti/- icög, icöi) . 

Wir setzen co^ — //i und erhalten 

^^0 K»^-4.+ 5' ' 



j* r nu nun* 



Aus dieser Gleichung leitet man wie oben Formeln für 
die Funktionen Ci^fi'i und 6{ii) ab. 

IjfUNien wir zuerst die Differenz e^ — e^ imd dann die 
Oiffer^iK <\ — e'^ gegen Null konvergieren, so wächst erst die 
IVriode iJiV)^ und dann die Periode iüco^ über alle Grenzen. 
Au» den Gleichungen i^%'>^ bis \^T'' folgt 

§ 6& irtDUiiWisoh« Bw^fthimng «lliptiBeher Fimk* 
tloatn« Wir schliefen unsere Ausfilhrungen über die Dar- 
«telluttg der elliptischen Funktionen und ihrer Integrale mit 
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einigen Bemerkungen über die numerische Berechnung derselben. 
Wenn der zu berechnende Funktionswert durch das Integral 
erster Gattung u ausgedrückt ist, so benutzt man zur Berech- 
nung am zweckmäßigsten die ^-Reihen (§ 61). Wir wollen 
den Grad der Konvergenz dieser Reihen abschätzen. 

Im letzten Abschnitt werden wir nachweisen, daß das 
primitive Periodenpaar so gewählt werden kann, daß der reelle 
Teil des Quotienten fojfo^i größer als 4^1/3 ist*). Der absolute 
Betrag der Jacobischen Konstante 

die diesem Quotienten entspricht, ist < — • 

Jede beliebige komplexe Ghröße u läßt sich in der Form 

u = a'2(o^ + iS-2cö3 

darstellen, wo a und ß reelle Größen bedeuten. 

Werten des Arguments ««, die sich um ein Multiplum der 
Periode 2033 unterscheiden, entsprechen Werte der 'Ö'-Funktionen, 
die sich um einen leicht zu berechnenden ExponentiaLfaktor 
unterscheiden; wir brauchen daher nur Werte der Variabein 

in Betracht zu ziehen, für die | /3 1 ^ y ^s*- ^^^ absolute 
Betrag der Größe 

niu 

nach der die #- Reihen fortschreiten, ist 

= 16«! ^ = I «^ I . 
Er liegt also, wenn | /3 | ^ y ist, zwischen 

IVFI und ^. 

Die ^-Reihen konvergieren demnach sehr schnell. 

In dem Fall, daß die Periode 2(d^ reell, die Periode 2(o^ 
rein imaginär ist, können wir für | q \ noch eine kleinere obere 
Grenze angeben. 



*) Vgl. auch F. Th. S. 192. 
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Auf Grund der Formeln QG) des § 64 können wir näm- 
lich den Fall^ daß c), < Oi ist, auf den Fall, daß < es, j > j o^ | 
isA, zurückführen. Ist die letztere Bedingung erfüllt^ so ist wie 

schon am Schluß des § 61 bemerkt wurde, | ^ ,: < ö« ' 

Nehmen wir nunmehr an, die zu berechnenden elliptischen 
Funktionen oder Integrale seien durch die Größen 



X und 8 « 2y(x — e^) (x — e^) (x — e^) 

ausgedrückt. Um die ^-Reihen anwenden zu können, müssen 
wir zunächst die Perioden 20^, 2(o^ bestimmen und dann die 
Werte der Normalintegrale u berechnen, die den gegebenen 
Wertsyßtemen x, s entsprechen. Für den Fall, daß nur reelle 
Größen in Betracht kommen, haben wir schon im § 19 gezeigt, 
wie diese beiden Aufgaben durch wiederholte Anwendung der 
Landen sehen Substitution gelöst werden können. Von dieser 
Substitution kann man auch im allgemeinen Fall Gebrauch 
machen; wir werden später (§ 103) hierauf zurückkommen. 
Vorerst wollen wir Reihenentwicklungen herstellen, mittelst 
deren sich die Berechnung in allen Fällen durchführen läßt 
und zwar wollen wir mit dem zweiten Teil der Aufgabe be- 
ginnen: wir betrachten die Perioden als bekannt und berechnen 
das Integral erster Gattung 

-^ /*dx /• d^ 

*' J '' J 2 Vlx^j'ix - e,) {X -e,) ' 

(*, «) (x, *) 

Wenn wir den Integrationsweg nicht auf die einfach zu- 
sammenhängende Fläche T' beschränken, sondern die Möglich- 
keit offen lassen, daß er die Querschnitte, die diese Fläche 
begnmsen, überschreitet, so ist das Integral unendlich-vieldeutig. 
Die verschiedenen Werte unterscheiden sich um Multipla der 
Perioden, Für unsere Zwecke genügt es einen beliebigen dieser 
Werte äu berechnen. Wir brauchen also auf den Integrations- 
weg nicht SU achten. 

Die I^eichnuug der Verzweigungspunkte denken wir uns 
so gewählte daß die Seite e^e^ die größte Seite des Dreiecks e^e^e, 
ist^ oder wenigstens nicht kleiner als eine der beiden anderen. 
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Unter dieser Voraussetzung sind die absoluten Beträge der 
Größen 



Jc^l/^A^Z^ und A;' = lA^ 

< 1 oder höchstens == 1. Wenn die Größen e^ reell sind, so 
setzen wir wieder e^ > Cg > ^3 voraus. In diesem Fall ist eine 
der Größen A, Ä;'^l//2. 

Wir transformieren nun das Integral (1) in die Biemann- 
sche Normalform und zwar wollen wir diese Transformation 
auf zwei verschiedene Arten ausführen. Wir setzen zunächst 



i^-e,y 



(2) y-iEv^ ^==2Ky(i~y)(l-Ä;^y)^>^^ 

Wir erhalten 

(3) „=fi^=_i_r^. 



Sodann setzen wir 



(4) y = ^-^ t^2yy{l^y)(l^k'y)^ 



«2— «8 y«i— «sfe— ^s) 

Wir zerlegen das Integral (1) in zwei Teile 



S 00 

fdx . Cdx 



und erhalten 

(5) w= i--_.. ^ — -_ r^y. 



J 8 ^ V^l—^iJ 



Da der absolute Betrag des Produktes 
^jJZ^,^^^zA gleich 

X 6m 6a — 6m 



1 I 



ist, so muß der absolute Betrag eines der beiden Faktoren 
^ 1/1 Ä I sein, folglich muß entweder die Größe y, die in der 
oberen Grenze des Integrals auf der rechten Seite von (3) vor- 
kommt, oder die Größe y, die in der oberen Grenze des In- 
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tegrals auf der rechten Seite von (5) vorkommt, der Bedingung 

(6) l*'yi^l*l 

genügen. 

Wenn die Bedingung (6) erfüllt ist, können wir den unter 

dem Integralzeichen stehenden Faktor (1 — k^y)"^ nach dem 
binomischen Satz entwickeln. Wir erhalten 

^^t 2l/y(l-i/)L 2 ^2.4 ^2-4.6 ^ J 

Das Vorzeichen der Wurzel ]/y(i — y) ist durch das Vor- 
zeichen des gegebenen Wertes von t bestimmt, der der oberen 
Integrationsgrenze entspricht. 

Unter Benutzung, der Formel 

J VyV'-y) 2.4.6...2n JVy{i-y) n L^ 

I 2n-l 2 (2n~l)(2n-3) 3 
^2w — 2^ ^ (2n — 2)(2w — 4)^ ^ 

, (2n— l)(2n— 3)(2n — 5) ^„^ ( 2n— 1) (2w — 3) . . . S n 

"^ (2n — 2)(2n — 4)(2n — 6)^ ^ (2n — 2) (2n — 4) . . . 2J 

erhalten wir 



dy 



(8) 






Vy~(l-y)Ci-k'tl) 




Die Koeffizienten haben die folgenden Werte 

v = l 

^« ^l, 2 • 4 . 6T7: 2i;~j * • 



(9) 



Den Transformationen (2) und (4) können wir zwei ana- 
loge an die Seite stellen. Vertauschen wir in den Gleichungen 
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(2) die Größen e^ und 63 und dementsprechend die Größen ä; 
und h\ so erhalten wir 



(10) y = ^-^ « = 2yy (1 - y) (1 - Ä-'V) = - '^^^ *^ 

und aus (3) folgt 

« (y, 



Nehmen wir dieselben Vertauschungen in den Gleichungen (4) 
und (5) vor, so erhalten wir 

(12) » = J^ < = 2l/y(l-y)(l-Ä>) = 



V«l — «8 («1 — «j) 

(13) u = f^ = o,+-L^(^^. 

In den Koeffizienten der Reihenentwicklung (8) ist die 
Größe k durch ¥ zu ersetzen, im übrigen bleibt sie unverändert 
in Geltimg. 

Der absolute Betrag einer der beiden Größen 

tij:z3 und ^^^^ 



e, — c. 



ist notwendig ^ tttt . Folglich führt die eine der beiden Sub- 
stitutionen (10) oder (12) zu einer konvergenten Reihenent- 
wicklung. 

Der Grad der Konvergenz der Reihen, zu denen die Trans- 
formationen (2) und (4) führen, wird durch den absoluten 
Betrag der Größen 



^« ""^ ^« 1, • T • - 7.9 *^ "~~ ^i 



'8 



k^y = beziehunirsweise k^y = 

bedingt. Die Konvergenz der Reihen, zu denen die Trans- 



*) Bezüglich des Vorzeichens der Wurzel Ye^ — e^ vgl. § 63, 
Nr. 8 und 9. 
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formationen (10) und (12) führen, hängt von dem absoluten 
Betrag der Größe 

beziehungsweise ^^^ — 

ab. Man wird deswegen diejenige Transformation benutzen, 
für die der absolute Betrag der betreffenden Größe möglichst 
klein ausfällt. 

Im achten Abschnitt werden wir zeigen, wie sich die 
Konvergenz der Reihenentwicklungen erheblich steigern läßt. 

§ 69. Berechnung eines Paars primitiver Perioden. 

Setzt man in der Gleichung (8) des vorigen Paragraphen y = 1, so 
erhält man einen Ausdruck für die Jaco bische Halbperiode 
K = ]/ei — e^o^^] vertauscht man die Größen k und k\ so tritt 
^' == — iYe^ — e^ 033 an Stelle von K. Weil der absolute Be- 
trag einer der beiden Größen k^ und k'^ ^ ^ ist, wird wenigstens 
eine der beiden Reihenentwicklungen nur langsam konver- 
gieren, also zur numerischen Rechnung ungeeignet sein. Wir 
woUen deshalb zur Bestimmung der Perioden einen anderen 
Weg einschlagen, der sehr viel schneller zum Ziel führt. Da- 
bei beschränken wir uns auf den Fall, daß 

\k\£\k'\^l 

ist. Diese Annahme ist gleichbedeutend mit der Annahme, 
daß die Seiten des Dreiecks e^e^e^ den Ungleichungen 

(1) 1^1- e^l^le^- €^\^\e,2 - e^\ 

genügen. 

Wir berechnen zunächst die Jacobische Konstante q. Aus 
den Gleichungen (20) und (21) des § 63 und den Gleichungen 
(6) und (8) des § 61 folgt 

W V^ - @^(o) - ^^ 1 + 23 + 22^ + 22«+... 

Wir setzen 

und erhalten 

,.. ^2 l + feB + ;,.4 + ^4S+ ... 

W ^ - ^^ 1 + 2h* + 2Ä1Ö + 2Ä88 + . . . 
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Diese Gleichung definiert die Größe x für die Umgebung des 
Nullpunkte der Ä-Ebene als einwertige und stetige Funktionen 
der komplexen Variabein h. Für Ä = verschwindet die 
Derivierte 

dh 

nicht, folglich ist in der Umgebung des Nullpunktes der x-Ebene 
auch h eine reguläre Funktion der Variabein x und kann 
demnach durch eine Potenzreihe dargestellt werden (vgl. F. Th. 
§ 29 S. 136). Mittelst der Methode der unbestimmten Koeffi- 
zienten ergibt sich 

(4) Ä = | + 2(f;+15(|)Vl50(|f+.... 

Wir werden im letzten Abschnitt beweisen, daß die Funk- 
tion h der Variabein x sich regulär verhält, solange | x | < 1 
bleibt. Daraus folgt, daß die Reihe (4) für | x | < 1 kon- 
vergiert. 

Wenn die (Jröße k reell ist, so ist der Wurzel x = Yk 
ihr positiver Wert beizulegen (vgl. die Bemerkung zu den 
Gleichungen (14) bis (16) des §63). Aus Stetigkeitsbetrachtungea 
schließt man, daß im allgemeinen Fall die Wurzel so zu wählen 
ist, daß ihr reeller Teil positiv ist. 

Zu einer schneller konvergierenden Reihe gelangen wir 
durch die folgende Bemerkung: Aus den Gleichungen (21) 
und (22) des § 63 und den Gleichungen (6) und (7) de» 
§ 61 folgt 

Der reelle Teil der Wurzel "|/F ist ebenfalls positiv. 
Aus der vorstehenden Gleichung folgt: 

r5^ ^-'^ -ig l + g' + g"+-- 

^^ l+l/F ^«1 + 22*4-23" + ... 

Der Vergleich dieser Gleichung mit der Gleichung (3) zeigt, 
daß die Größe 

(6) l = '—^ 
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von der Größe g in derselben Weise abhängt wie die Größe h 
von der Größe x. Folglich bleibt auch die Gleichung (4) 
richtig, wenn wir h durch q und x durch l ersetzen. Wir 
erhalten 

0) «= 4 +2(4)'+ 1^4)'+ '»(!)"+ ••■ 

Um eine obere Grenze für den absoluten Betrag der Größe Z 
zu bestimmen, erinnern wir zunächst daran, daß der Arkus 
der Größe Jc^ vom Vorzeichen abgesehen gleich dem Winkel 
/3i im Dreieck e^^e^e^ ist, dessen Scheitel der Punkt e^ ist (vgL 
§ 36). Weil nach Voraussetzung die Seite e^e^ die kleinste 
Seite des Dreiecks ist (1), so ist 

(8) 2 1 öl - Cj, I cos i^i ^ I ^1 - «3 1 A < f • 

Wir setzen 

w \Vi=f.\=o ^-* 

und erhalten, weil der reelle Teil der Wurzel Ylc positiv ist, 

Für Q und f gelten die Ungleichungen (8) 

(10) p<l t<^ 2d*cos4v^1. 

Für das Quadrat des absoluten Betrages der Größe l (6) er- 
halten wir den Ausdruck 

Aus der Gleichung 



dm . , 1 — 9* 

-^— = — 4 cos ^ : 



«rgibt sich, daß m abnimmt, wenn q bei konstantem ^ wächst. 
Das Maximum von m, das einem gegebenen Wert von ip ent- 
spricht, tritt demnach ein, wenn 

(12) 2^^ cos 4^-1 (10) 

ist. Aus dieser Gleichung folgt 
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Es ist daher (11) 

dm dm dg . dm . p'sin bt\) — sin 3i|^ 

di\) dg dtp dip ^ (i-\-2q coatp -\- p^^cos 4i/) 

Der Zähler q^ sin 5^ — sin 3^ ist fQr alle in Betracht kommendea 
Wert von ^(10) positiv oder wenigstens nicht negativ. Um 
dies zu beweisen, multiplizieren wir ihn mit der positiven 
Oröße Q^ sin 5^^ + sin 3^. 

Das Produkt hat den Wert (12) 

^ . o-, -90. sin*5tb — 2 sin* 3 tb cos 4 a!) 

p* sm^ 5^ — sin^ 3^ = ^^—^ y-- ~ 

^ ^ ^ 2co8 4i|7 

1 + cos 2i|^ — 2 cos 4i|^ 

4C08 4l|; 

ist also positiv. 

Hieraus folgt, daß die Größe w mit t wächst; das Maxi- 
mum von m tritt also ein, wenn ^ den größten zulässigen 

Wert (10) ^ besitzt. In diesem Fall ist das Dreieck der Ver- 

Äweigungspunkte gleichseitig (12). 
Wir erhalten 

i+yw ^24 

Folglich ist der absolute Betrag 

7C 



i^i^tgf,< 



24 ^ 15 

und der absolute Betrag des zweiten Gliedes der Reihe (7) ist 
< ^47Jq6 • Wenn k' reell imd positiv ist, so tritt das Maximum 
von l für k'^ ^ ^ ein, es ist also 

Man kann deshalb bei den meisten Anwendungen sich auf das erste 
<jlied der Reihe (7) beschränken. 

Nachdem die Größe q bestimmt ist, ergibt sich die 
Jacobische Halbperiode K aus der Gleichung (1) des § 65 

]/^=l + 2g + 23^ + 2^9 + .... 

Duröge-Maurer, elliptische Funktionen. 5. Aufl. IQ 
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Die zweite Halbperiode iK' ist durch die Gleichung 

bestimmt. Welchen seiner Werte wir dem Logarithmus bei- 
legen, ist an sich gleichgültig, denn wenn wir ihn um n - 2xi 
vermehren, so tritt an Stelle der Periode 2iK' die äquivalente 
Periode 2iK' + n • 4K. Es ist zweckmäßig über die Zahl n 
so zu verfügen, daß der absolute Betrag der Periode möglichst 
klein wird. 



Sechster Abschnitt. 
Anwendniigeii der elliptischen Fnnktionen. 

§ 70. Bektiflkation der Lemuiskate, Ellipse und 
Hyperbel. 

Die Lemniskate. 

Die Gleichung der Lemniskate lautet^ wenn wir ihre 
Symmetrieachsen als Koordinatenachsen wählen: 

Führen wir an Stelle der kartesischen Koordinaten Polar- 
koordinaten ein, so erhält die Gleichung die Form 

r^ = a^cos2V'. 
Das Quadrat des Bogenelements ist 

^ a* — r* 

Folglich ist die Länge des vom Scheitel an gezählten 
Bogens 

r 

Die Bogenlänge wird also durch ein elliptisches Integral 
erster Gattung ausgedrückt. 

Um das Integral in die Legendresche Normalform zu 
transformieren, benützen wir die Formeln (16) und (17) des 
§ 12. Wir haben im vorliegenden Fall 

«1 = — a, c^=^ aif (^s ^ — CLiy cc^==' a 
zu setzen. Es ist folglich 

16* 
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und wir erhalten 

^^ ^""a-^-r*" l-l8in*9) 



^^^ '■"/ya^--r^"y2j|/r 



^ d<p 



- ^8in*<p 



Die Ellipse. 
Aus der Gleichung der Ellipse 

5' + i^' = i 

o» ^ &• 
folgt 

Wir setzen 






und erhalten für den vom Endpunkt der kleinen Achse an 
gezählten Bogen den Ausdruck 



(3) s^aj^ 



dz. 



Die Bogenlänge wird also durch ein elliptisches Integral 
zweiter Gattung ausgedrückt. Wir führen das Jacobische 
Integral erster Gattung 



'S 



dz 



ein und erhalten 



. y{l^z^{\-k^z^ 



z=-^Tiv yi—h^z'^= Anv dz ^ cnv dnvdv 

V V 

s = a I dn^vdv ^ a[v — k^ 1 sn^vdv]. 



Folglich ist (§ 66 Nr. 6) 
(4) * = «4)+4^- ewJ"- 
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Die Hyperbel. 
Aus der Gleichung der Hyperbel 

^' — ^ - 1 
folgt 

Der vom Scheitel an gezählte Bogen ist also 

(5) . = i f-=M+:m±^L=dy, 



Er wird demnach ebenfalls durch ein elliptisches Integral 
zweiter Gattung ausgedrückt. 

Wir benutzen die Formeln (16) und (17) des § 12, um 
das Differential erster Gattung 

(6) dü^ , - ^ 

in die Legendresche Normalform zu transformieren. Wir 
haben in den genannten Formeln zu substituieren: 

oder 



« 1 = - «4 = ;7^^^4^, «2 = — «3 = 6 i . 



Wir wollen die Rechnung nur für die erste Substitution durch- 
führen. 

Es ergibt sich: 

(7) y^ = —L= k= " ' + "- ' 



^' (a' + W + ft« "^"^^^'^ 
und hieraus 

(8) (a. + 6^)*y. + 6^ = COsV- 

Aus der Gleichung (17) des § 12 folgt mit Rücksicht auf (6) 

und (7) 

d(p dv 



(9) du- 



b-j/a'+ft» yi— Jfe«8in»9 ftl/a'+b» 
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Aus (8) und (9) folgt 

Aus dieser Gleichung und den Gleichungen (5) und (6) folgt 
sodann 

(10) s -'— f- ^^ ^-^l—f.%. 

^ ' j/a' + ft' J cos« 91/1—*' sin« 9. |/5«+&«/ cn'« 

Nun ist (§ 66 Nr. 16) 

(11) ^. = F<^'»(« + ^ + *'^') 
und (§ 66 Nr. 5) 

Pcn^« = Ä«- P sn^t; = W- |^| + "^^^ • 
Folglich ist 

;t« cn> + ^ + .-^O = ^^^^^^^J.^±^^ + ^ - fi 

^^Mo|^^,,_^). (§55 Nr. 18) 

Aus (10) folgt nun mit Rücksicht auf (7) und (11) 




Ebene Knrven dritter Ordnnng. 

§ TL Normalform der Oleichung. Jede ebene Kurve 
dritter Ordnung kann in eine Kurve projiziert werden, deren 
Gleichung die Form 

(1) y«= ^x^- g^x - g^^ ^{x - e^ {x - e^ {x - e^) 
besitzt, wo x, y kartesische Koordinaten bedeuten. 
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Soweit es sich um die Untersucliuiig der projektivischen 
Eigenschaften der Kurven dritter Ordnung handelt^ kann man 
daher die Gleichungsform (1) zu Grunde legen. 

Der eben ausgesprochene Satz geht auf Newton zurück; 
wir werden weiter unten (§ 74) einen Beweis desselben geben. 

Wenn von den drei Größen e^ zwei einander gleich sind, 
so ist der Punkt auf der a;-Achse, dessen Abszisse gleich der 
Doppelwurzel ist, ein Doppelpunkt der Kurve, und umgekehrt 
ist leicht zu zeigen, daß ein Doppelpunkt nur dann auftreten 
kann, wenn zwei von den Größen e^ denselben Wert haben. 
Diesen Fall schließen wir im folgenden aus: wir setzen vor- 
aus, daß die Diskriminante 

von Null verschieden ist. 

Wir beschränken uns auf die Betrachtung reeller Kurven 
und setzen demnach die Koeffizienten g^, g^ als reell voraus. 
Wenn die Diskriminante G positiv ist, so sind die drei Größen e^ 
reell, in diesem Fall besteht die Kurve aus einem Oval und 





Fig. 80. Fig. 31. 

einem unendlichen Ast (Fig. 30). Wenn G negativ ist, so ist 
nur eine der drei Größen e^ — es sei dies e^ — reell, die beiden 
anderen, e^ und e^y sind konjugiert imaginär. In diesem Fall besteht 
die Kurve aus einem unendlichen Ast (Fig. 31). Um die 
Koordinaten der Punkte der Kurve als einwertige Funktionen 
eines Parameters darzustellen, setzen wir 

(2) x=^p{ii) y=p(^)* 
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Damit die Koordinaten reell sind, mnß, woin die Diakri- 
minante G positiv ißt. entweder die Größe u oder die Differenz 
u — a^ einem reellen Wert kongruent sein (§ 45).'*) Wir 
erhalten jeden Punkt des unendlichen Astes und jeden nur 
einmal^ wenn wir die Größe u das reelle InteryaU 

— O, < M ^ Wj 

durchlaufen lassen; setzen wir u = g}^ + v und lassen v da»- 
selbe Intervall durchlaufen , so durchlauft der entsprechende 
Kurvenpunkt einmal das OvaL 

Wenn die Diskriminante G negativ ist^ so muß^ damit die 
Koordinaten reeU sind^ die Größe u einem reeUen Wert kon- 
gruent sein (§ 45 Schluß). Wir erhalten daher alle Kurven- 
punkte und jeden nur einmal, wenn wir die Grröße u das reelle 
Intervall 

— Ol < W ^ Ol 

durchlaufen lassen. 

§ 72. Ekhnitt der Kurve mit einer Geraden; Tan- 
genten; Znflezlonspnnkte. Es sei eine beliebige Gerade 
gegeben 

(1) y^ax + b. 

Die Parameterwerte, die den Schnittpunkten dieser Geraden 
mit unserer Kurve dritter Ordnung entsprechen, bezeichnen 
wir mit u^u^u^. Für diese Werte verschwindet die elliptische 
Funktion 

f{u) ^ p\u) — ap{u) — 6. 

Diese Funktion wird für w = zur dritten Ordnung unendlich^ 
besitzt aber im fundamentalen Periodenparallelogramm keinen 
weiteren Unstetigkeitspunkt. Infolge des Ab eischen Theorems 
besteht daher für ihre Nullpunkte die Gleichung 

(2) u^^u^^u^^o. 



*) Wir wählen das primitive Periodenpaax 2©!, 20),, wie dies im 
§ 45 geschehen ist, derart, daß co^ reell und positiv und cd, positiv 
imaginär ist, wenn G positiv ist, und daß to^ und o, konjugiert imaginät 
sind, wenn G negativ ist. 
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Diese Gleichung drückt die notwendige und aus- 
reichende Bedingung dafür aus, daß die den Para- 
meterwerten u^u^u^ entsprechenden Kurvenpunkte auf 
einer Geraden liegen. 

Wenn zwei von diesen Werten zueinander kongruent sind, 
so fallen zwei Schnittpunkte zusammen: die Gerade berührt 
die Kurve. Sind alle drei kongruent, so fallen alle drei Schnitt- 
punkte zusammen; der entsprechende Punkt der Kurve ist ein 
Inflexionspunkt, die Gerade eine Inflexionstangente. 

Damit dem Parameterwert u ein Inflexionspunkt ent- 
spricht, muß also 

sein. Dieser Kongruenz genügen die folgenden neun inkon- 
gruenten Werte: 

(3) .0 ±-3- ±— - ±-3-±-3^- 

Der Inflexionspunkt, der dem Wert tt = entspricht, ist der 
unendlich ferne Punkt der y-Achse; die zugehörige Tangente 
ist die unendlich ferne Gerade. 

Jede Gerade, die zwei Inflexionspunkte verbindet, geht 
durch einen dritten Inflexionspunkt; es folgt das unmittelbar 
aus der Gleichung (2). 

Denken wir uns die Inflexionspunkte numeriert. Die Ver- 
bindungslinie der Punkte 1, 2 enthält einen weiteren Inflexions- 
punkt, es sei dies der Punkt 3. Von den Geraden 1, 4; 2, 4; 
3, 4 enthält jede einen weiteren Inflexionspunkt, es seien dies 
die Punkte 7, 8, 9. Die Verbindungslinie 4, 5 enthält einen 
weiteren Inflexionspunkt und das kann nur der Punkt 6 sein, 
denn die Geraden 4, 1; 4, 2; 4, 3 gehen durch die Punkte 7, 
8, 9. Die Verbindungslinie 7, 8 kann durch keinen der Punkte 1, 
2, 3, 4, 5, 6 gehen, sie geht also durch jden Punkt 9. 

Die neun Inflexionspunkte liegen also zu dreien auf drei 
Geraden. Die Verteilung ist vollständig bestimmt, wenn die 
beiden Punkte 1, 2 gewählt sind, diese aber können willkür- 
lich aus den neun Inflexionspunkten herausgegriffen werden. 
Durch jeden Inflexionspunkt gehen somit vier Gerade, auf 
denen zwei weitere Inflexionspunkte liegen. Es gibt demnach 
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vier Dreiecke, auf deren Seiten die neun Inflexionspunkte 
liegen. 

Von den neun Inflexionspunkten sind nur drei reell. 

Wenn die Diskriminante G positiv ist, entsprechen ihnen 

die Werte w = und w = ± —^ : wenn G negativ ist, ent- 
sprechen ihnen die Werte tt = und u ^ ±^ " ^ ^' • 

Von den vier eben besprochenen Dreiecken ist nur eines 
reell; jede Seite desselben geht durch einen reellen und zwei 
konjugiert imaginäre Inflexionspunkte. 

Wir wollen nun noch zusehen, wie viel Tangenten von 
einem gegebenen Punkt der Kurve aus an dieselbe gezogen 
werden können. Von der Tangente, die in dem gegebenen 
Punkt berührt, sehen wir dabei ab. 

Es sei V der Parameterwert, der dem gegebenen Punkt 
entspricht und u ein Wert, der dem Berührungspunkt einer 
Tangente durch den gegebenen Punkt entspricht. Wegen (2) ist 

Wir erhalten demnach für u die vier inkongruenten Werte 

(4) — Y -y+a>i -y + C»3 -- + (Di+Ö3. 

Um die Realitätsverhältnisse zu untersuchen, nehmen wir 
zunächst an, die Diskriminante G sei positiv. Wenn der ge- 
gebene Punkt dem unendlichen Ast der Kurve angehört, so ist 
V reell (vgl. den vorigen Paragraphen). Von den vier Werten (4) 

sind daher zwei reell, nämlich die Werte — -^ und — y + o^. 

Diesen Werten entsprechen Punkte des unendlichen Astes. Die 
beiden anderen von den Werten (4) haben die Form coj + 
reeUe Größe. Diesen Werten entsprechen Punkte des Ovals. 
Wenn der gegebene Punkt dem Oval angehört, so ist die 
Differenz v — Ö3 eine reelle Größe. Die vier Werte (4) haben 

daher alle die Form ± y + reelle Größe; keinem dieser Werte 

entspricht ein reeller Punkt der Kurve. 

Von einem Punkte des unendlichen Astes aus 
gehen somit vier reelle Tangenten der Kurve aus; zwei 
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berühren den unendlich fernen Ast, zwei das Oval. 
Von einem Punkt des Ovals aus kann man keine 
Tangente an die Kurve ziehen. 

In beiden Fällen ist die Tangente, die die Kurve im ge- 
gebenen Punkt berührt, nicht mitgezählt. 

Nehmen wir nunmehr an, die Diskriminante G sei negativ. 
In diesem Fall entspricht dem gegebenen Punkt ein reeller 
Parameterwert v und es gibt zwei reelle Berührungspunkte. 

Sie entsprechen den Werten — y und — y + ajj -f (Dj. 

Man kann demnach, wenn die Kurve nur aus einem 
unendlichen Ast besteht, von jedem Kurvenpunkt aus 
zwei reelle Tangenten an die Kurve ziehen. 

Wenn der gegebene Punkt ein Inflexionspunkt der Kurve 
ist, so fäUt eine der von ihm ausgehenden Tangenten mit der 
Inflexionstangente zusammen. 

§ 73. Schnitt der Kurve mit einer algebraischen 
Kurve. Es sei 
(1) Fix/y)^0 

die Gleichung einer beliebigen algebraischen Kurve der Ord- 
nung n. Der Kürze wegen schließen wir den Fall aus, daß 
das Polynom F{x/y) kein in y" multipliziertes Glied enthält. 
Substituieren wir die Werte 

so geht das Polynom F{x/y) in eine elliptische Funktion f(u) 
über. Diese Funktion wird im fundamentalen Periodenparallelo- 
gramm nur für w = unendlich und zwar zur Ordnung 3w. 
Sie verschwindet demnach für 3n inkongruente Werte u^u^,.,u^^ 
und diese Werte genügen auf Grund des Ab eischen Theorems 
der Kongruenz 

Sn 



(2) ^u^^O. 



Von den 3w Schnittpunkten unserer Kurve dritter 
Ordnung mit der Kurve (1) ist daher einer durch die 
übrigen bestimmt. 
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Darans folgt: haben zwei TerschiedeneKurrenw-ter Ordnung 
mit der gegebenen Kurve dritter Or^inung 3n — 1 Schnitt- 
punkte gemein j so haben sie anch den letzten Schnittpunkt 
gemein. Liegen also zum Beispiel Ton den neun Schnitt- 
punkten zweier Kurven dritter Ordnung sechs auf zwei Gt^- 
raden, so liegen auch die letzten drei auf einer Geraden. 

Wenn von den 3ii Werten u^ eine Anzahl zusammen- 
fallen^ so berührt die Kurve (1) die gegebene Kurve dritter 
Ordnung. Sollen alle 3n Sehnittpunkte zusammenfallen, also 
eine 3 n -punktige Berührung eintreten, so muß der Parameter u 
des Berührungspunktes der Kongruenz 

■^&ügen. Es gibt 9n^ inkongruente Werte, für die sie er- 
füllt ist; 



u = 



3« 



^,^ = 0, 1,2, .. .,3*1-1. 



: 



Zu diesen gehören auf jeden Fall die Werte, die den Inflexions- 
punkten entsprechen. Die Kurven, die in diesen Punkten Sw* 
punktig berühren^ sind die n-fach gezählten Inflexionstangenten. 
§ 74. Transformation der aUgemeiuen Kurven- 
^leiohuug^ in die Normalfdrm. Wir haben bisher unserer 
Untersuchung eine Normal form der Kuryengleichung zu Grunde 
gelegt, wir wollen nun you der allgemeinen Gleichung 

ausgehen. 

Bekanntlich sind die Liflexionspunkte der Kurve (1) ihre 
Schnittpunkte mit einer zweiten Kurve dritter Ordnung, der 
Hesse scheu Kurve* Imaginäre Intlesionspunkte können dem- 
nach, da wir die Koeffizienten der Gleichung (1) als reell 
Toraussetxen, nur paarweise auftreten. Es muß daher minde- 
stens ein reeller Inflexionspunkt existieren. Die Gleichung 
der zugehörigen Inflexionstangente sei 



^,^a,i. = 0, 1,2,3 



I 



(2) 

und es sei 

t3) 
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die Gleichung einer zweiten durch den Infiexionspunkt gehen- 
den Geraden. Drücken wir die Größen x, y durch die Größen 
Xy Z aus, so erhalten wir eine Identität 

(4) F{x/y)=0{XIZ). 

Weil die Gerade (2) eine im Punkt X = 0, Z =0 berührende 
Inflexionstangente ist, so läßt sich die ganze Funktion O in 
der Form 
(6) = ZQ + Konst. X» 

darstellen, wo Q eine ganze Funktion zweiten Grades von X 
und Z bedeutet. 
Es sei nun 

(6) r=6i^ + 6,y4-&3 = 

die Gleichung der Polare des Punktes X = 0, Z == in Be- 
ziehung auf den Kegelschnitt ^ = 0. Wie aus der Theorie 
der Kegelschnitte bekannt ist, läßt sich die ganze Funktion Q 
in der Form 

ö = P 4- Konst. Y^ 

darstellen, wo P eine ganze homogene Funktion zweiten 
Grades von X und Z bedeutet. Substituieren wir diesen Wert 
in (5), so erhalten wir mit Rücksicht auf (4) 

(7) F{xly) ^ Konst. Y'Z +PZ+ Konst. X^ 

Wenn der Koeffizient von Y^Z verschwindet, so zerfällt 
die Kurve in drei Gerade, die durch den Punkt X = 0, Z = 
gehen. Diesen Fall schließen wir aus. Da wir bisher die 
Koeffizienten der Linearform Y (6) nur bis auf einen gemein- 
schaftlichen Faktor bestimmt haben, können wir diesen Faktor 
so wählen, daß der Koeffizient von Y^Z gleich — 1 wird. 
Bezüglich der Linearform X (3) haben wir bisher nur fest- 
gesetzt, daß die Gerade X = durch den Berührungspunkt 
der Inflexionstangente Z = gehen soll. Daran wird nichts 
geändert, wenn wir die Linearform X durch die Linearform 

aX+ßZ 

ersetzen, wo a und ß beliebige Konstante bedeuten. Über 
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diese Konstanten können wir derart verfugen^ daß die ganze 
homogene Binärform dritten Grades 

PZ+Konst. X» 
in 

übergeht. Die Identität (7) erhält nunmehr die Form 

(8) F{xly) = 0{XIZ) ^4:X'-g,XZ'^g,Z'- Y'Z. 

Wir wenden nun, unter ^rj kartesische Koordinaten ver- 
stehend, auf die Kurvengleichung (1) die projektive Trans- 
formation an 

Wie sich aus (8) ergibt, geht durch diese Transformation 
die Gleichung (1) in die Gleichung 

(10) ri'=U'-9,^-g, 

über. Damit ist bewiesen: 

die Gleichung einer Kurve dritter Ordnung, die 
nicht in drei durch einen Punkt gehende Gerade zer- 
fällt, kann immer durch eine reelle projektive Trans- 
formation in die Normalform des § 71 übergeführt 
werden. 

Wir können aus der vorausgehenden Betrachtung noch 
eine bemerkenswerte Folgerung ziehen. 

Aus den Gleichungen (2), (3) und (6) ergibt sich, daß 
wir die Größen x und y in der Form 

^"^"^f ^ - nx + 7. Y+y.z > y " nX + y, Y+y,Z 

darstellen können. Nun genügen wir der Kurvengleichung 
(vgl. (8)), wenn wir 

setzen. Substituieren wir diese Werte in (11), so erhalten wir 
für die Koordinaten Xjy die Darstellung 

^ ^ "■ yxpW+ y.p'M + Yz ' ^ 7iPW+'7.pW + rs * 
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Zäliler und Nenner der rechts stehenden Quotienten sind 
elliptische Funktionen dritter Ordnung, die nur unendlich 
werden, wenn m = ist. Die Summe der drei inkongruenten 
Werte von u, für die eine der in Rede stehenden elliptischen 
Funktionen verschwindet, ist daher ebenfalls = 0. 

Wir können die drei Funktionen in einfacher Weise durch 
<y-Funktionen darstellen. Nehmen wir an, der Zähler von x (12) 
verschwinde für die inkongruenten Werte u^, u^, ""(^1 + ^2)? 
der Zähler von y für die Werte v^y r^, — {v^+ Vg); der ge- 
meinschaftliche Nenner für die Werte w^y w^^ —(w^+ w^. 
Wir erhalten (§ 51) 



(13) 






Über die beiden multiplikativen Konstanten C^ und C^ und 
die sechs Größen u^u^y v^v^y w^w^ kann nach Belieben verfügt 
werden und ebenso stehen die beiden Perioden 2c?i und 2cög 
zur Verfügung (oder was dasselbe sagen will, die beiden 
Größen g^ und g^. Weil die Funktion 6{u/(o^y a^) in den drei 
Größen Uy (o^,(ü^ homogen ist, so bleiben die Gleichungen (13) 
im wesentlichen ungeändert, wenn wir die 8 Größen (Oj^yCUsy 
%? ^2> ^1^ ^2? ^1? ^2 ^^^ demselben Faktor m multiplizieren. 
An Stelle der Größen ^2,0^3 treten dann die Größen ^ und ^V 

Die Invariante 

r ?*! 

und der Periodenquotient 

bleiben ungeändert. In der Darstellung (13) kommen daher, 
wie in der Gleichung (1), 9 wesentliche Konstante vor. Gehen 
wir von einer Kurve zu einer kollinear verwandten über, so 
ändern die 8 Konstanten C^u^v^w^ ihre Werte, die Invariante / 
bleibt ungeändert; sie ist also eine absolute Invariante der 
Kurve dritter Ordnung. 
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Es ist einleuchtend ^ daß wir den Betrachtungen, die wir 
in den vorhergehenden Paragraphen durchgeführt haben^ ebenso 
gut die Darstellung (12) oder (13) hätten zu Grunde legen 
können^ als die Normalformj von der wir ausgegangen sind. 



Elliptische Koordinateii und ihre An wen dünge a. 

§ 7S. EUiptisclie Koordinaten, Zur Losung einer 
Keibe von Aufgaben, die sieh auf das Ellipsoid beziehen, be- 
nutzt man zweckmäßig ein System krummliniger orthogonaler 
Koordinaten^ die mau als j^elliptische Koordinaten*^ bezeiclmet. 
Um zu diesem Koordinatensvstem zu gelangen, betrachten wir, 
unter ^ einen verfügbaren Parameter verstehend, das System 
der Flächen 

(1) ^' + --J^ -L -Jl^ =1 



C' — p 



Die Größen ahc seien untereinander verschieden und es sei 
-a > 6 > c> 0, Die Flächen des Systems werden von der- 
selben abwickelbaren Fläche umhüllt; sie besitzen dieselben 
Sjrametrieebenen und eine jede Symmetrie ebene schneidet die 
Flächen des Systems in Kegelschnitten» die dieselben Brenn- 
punkte besitzen. Man bezeichnet deswegen das Flächensystem 

(1) als „Schar konfokaler Flächen". Von der zuerst genannten 
Eigenschaft der Flächen schar machen wir im folgenden keinen 
Gebrauch und gehen deshalb auch nicht auf den Beweis ein. 

Durch jeden Punkt des Raumes gehen drei Flächen der 
Schar, denn wenn wir die Koordinaten xpj: als gegeben be- 
trachten, so genügen der Gleichung (1) drei Parameter werte 
QiQ^Q^' ^^^ diese drei Werte reell sind, ergibt sich aus der 
Bemerkangy daß die Funktion der Variabein q 

(2) Fi,)=Ji^ + ^^ + ^-l 
in jedem der drei Intervalle 

das Vorzeichen wechselt, vorausgesetzt, daß die positive Größe £ 
hinreichend klein gewählt wird. Li jedem dieser Intervalle 
liegt fdso eine Wurzel der Gleichung F(q) = 0. Wenn die 
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Koordinate x ^0 ist, so ist eine der Wurzeln = a^ zu setzen. 
Die diesem Parameterwert entsprechende Fläche ist die doppelt 
gezählte Ebene ä? = 0. Analoges gilt, wenn die Koordinate y 
oder die Koordinate ^ verschwindet. 

Die Bezeichnung der Wurzeln wählen wir so, daß 

(3) a'^Q,>b'^Q,>c'^Q, 

ist. Der Wurzel q^ entspricht ein EUipsoid, der Wurzel q^ 
•ein einschaliges, der Wurzel q^ ein zweischaliges Hyperboloid.^ 

Zwei in der Schar (1) enthaltene Flächen derselben Art 
schneiden sich nicht. Dagegen schneiden sich je zwei 
Flächen verschiedener Art und zwar schneiden sie sich 
unter einem rechten Winkel.*) 

Zum Beweis setzen wir in der Gleichung (1) erst (> = (>„ 
lund dann (> == (>y und subtrahieren die zweite Gleichung von 
der ersten. Nach Unterdrückung des gemeinschaftlichen Faktors 
^n ~ Qv erhalten wir 

a) ?! + yl + ?! 

Diese Gleichung drückt aus, daß die beiden Richtungen, deren 
Kichtungskosinuse zu den Größen 



X 


y 




e 


«'-p. 


ö'-p. 


c'- 


-«,« 


den Größen 






X 


y 




z 


«'-n 


c' 


-9v 



proportional sind, aufeinander senkrecht stehen. Diese Rich- 
tungen sind aber die Richtungen der Normalen an die Flächen, 
^ie den Parameterwerten q^ und g^ entsprechen. 

Weil sich in jedem Punkt des Raumes drei Flächen der 
Schar (1) schneiden, können wir einen Punkt durch die Para- 
meter der drei Flächen, die durch ihn gehen, festlegen. Diese 
Parameter bezeichnen wir als „elliptische Koordinaten" des 
Punktes. 



*) Die Schnittknrven sind bekanntlich die Krümmungslinien der 
Flächen. 

Duröge-Maurer, elliptische Fonktioneu. 5. Aufl. 17 
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Um die kartesischen Koordinaten xyz durch die ellip- 
tischen QiQ^Qi auszudrücken, benutzen wir die Identität 

(7^\ ^* j y^_ , ^* _ 1 = _ ^^-~ gi )(g — p«)(g — gs) 



Aus derselben folgt 

(6) 



* (a* — &«) (a« - c*) 



r (5» _ c*) {b* — a") 

,2 _ (c«-g,)(c«-9,)(c«--g,) 
^ (c* _ a») (c» - &*) 

Durch diese Gleichungen sind die Quadrate der kar- 
tesischen Koordinaten als eindeutige Funktionen der Parametei 
py bestimmt; auf die Frage, wie die Koordinaten selbst ein- 
deutig zu definieren sind, werden wir weiter unten zurück- 
kommen. 

Durch logarithmische Diflferentiation der Gleichungen (6) 
ergibt sich 

V 

V 

Wir quadrieren diese Gleichungen und addieren sie. Mit 
Rücksicht auf (4) erhalten wir für das Quadrat des Linien- 
elements den Ausdruck 

WO zur Abkürzung 

(S) 4P* = . _.5.* I y^ 4. _ ^* 

^ ^ ^ (9. - «r ^ {9r - ^r ^ (?v - oy 

gesetzt ist. Unter 2P^ verstehen wir die positive Quadrat- 
wurzel aus dem rechts stehenden Ausdruck. 
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Um aus der vorstehenden Gleichung die kartesischen 
Koordinaten zu eliminieren, differenzieren wir die Identität (5) 
nach Q und setzen dann q = q^. Wir erhalten (8) 

(Q\ 4 P ^ = (^^ ^y) i^^i ~ ^v) 

Die Buchstaben A, /i, v bedeuten eine Permutation der Zahlen 
1, 2, 3. Das Bogenelement der Koordinatenlinie q^. '^ Konst. 
Q^ = Konst. ist (7) P^cIq^,. Das Flächenelement der Koordinaten- 
fläche Q-^ = Konst. ist, weil die Koordinatenlinien aufeinander 
senkrecht stehen, P^P^dQ^^dg^. Das Raumelement läßt sieh 
in der Form P^P^P^dq^dg^dg^ darstellen. 

Die Größen P^ haben eine einfache geometrische Be- 
deutung: -p^ ist der Abstand des Anfangspunktes der Koor- 
dinaten von der Ebene, die die Fläche q^ = Konst. im Punkt 
xyz berührt. Es ergibt sich das leicht aus der Gleichung (8). 

§ 76. Oberfläche des Ellipsoids. Wir benutzen die 
elliptischen Koordinaten zunächst um die Oberfläche des Ellip- 
soids zu bestimmen. Die Gleichung der Fläche in kartesischen 
Koordinaten sei 

(1) fl + |^ + *;=l a>&>c>0. 

An Stelle der kartesischen Koordinaten führen wir die ellip- 
tischen Koordinaten 9i()2(^3 ®i^- ^^^ dritte Koordinate hat auf 
dem Ellipsoid den konstanten Wert 0. Wir erhalten alle 
Punkte der Fläche, denen positive kartesische Koordinaten 
entsprechen, und jeden dieser Punkte nur einmal, wenn wir 
die Koordinate q^ das Intervall 6^, a? und die Koordinate q^ 
das Intervall c^, 6^ durchlaufen lassen (vgl. Nr. 3 des vorigen 
Paragraphen). Die Fläche des ganzen Ellipsoids ist demnach 
(vgl. den Schluß des vorigen Paragraphen) 

(2) S = 8ffp,P,dQ,dQ, 

and im vorliegenden Fall ist (Nr. 9 des vorigen Paragraphen) 

if-p2p2^ gl (gl — Qi) ^2(^2 — gl) 

^ ' ' (gl - «*) (gl - &*) (gl - c*) • (Q, - a*) {Q, - b') {g, - c«) 

17* 
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Wir setzen zur Abkürzung 

(3) f(Q) = Q{Q-a')i9-h'){Q-c') 

und erhalten 

Der Quadratwurzel V/X^ ist ihr positiver Wert beizulegen^ 
die Wurzel V75i) ^^^ positiv imaginär. 

Das Integral (4) läßt sich durch die vier einfachen 
Integrale 

(5) A = f-^ B = TÄ 

^ ' j Vm J Vf(Q) 

(6) Ä=f^,^A B=C^ 

^ ' J VfiQ) J VfiQ) 

ausdrücken. Es ist 

(7) S^2i(A'B-B'Ä). 

Um die vier Integrale (5) und (6) zu berechnen, gehen wir zur 
Weierstraßschen kanonischen Form über. Wir setzen 
(vgl. § 7) 

(8) e^ ^ m — — b^c^ e^ = m — — c^a^ e^=-m — — a^h^ 

m = ^ (62c2 + c^a^ + a^h^) 

und führen eine neue Variable x mittelst der gleichbedeutenden 
Gleichungen ein 

(9) a:-e, = |6V?~^ ^-., = loV^-/' 

Aus diesen Gleichungen folgt 

(10) , = ^^^ 

und 

d^ dx dx 



Q 
3 4 p 



ai) 



V7(P) ^y{x-e,){x--e^){x-e^) s 
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Nun führen wir die Weierstraßsche ^;-Funktion ein und 
setzen 



(12) X ^p{u) s = 2y{x - e,) (x - e,) {x - e,) = -p\u) 

VfiQ) s 
Sodann bestimmen wir einen Wert w der Variabein m, der der 
Gleichung 

(13) m=p(w) 

genügt. Weil m positiv und > e^ ist (8), können wir die 
Größe w so wählen^ daß 

(14) o^>w>0 

ist (vgl. § 45). Aus dieser Annahme folgt, daß p\w) reell 
und negativ ist. Aus (12), (13) und (8) ergibt sich 

(15) p(w) ia^ftV 

und aus (9), (13) und (15) folgt 



(16) 



X — m p(u) — p {w) 



Wenn die Variable q reelle Werte durchlaufend von c^ bis 6* 
wächst, so ist die Variable x ebenfalls reell und wächst von 
ßg bis 62] die Differenz m — cog ist reell und wächst von Null 
bis c?! (§ 45). Geht die Variable q durch reelle Werte von 
h^ bis a^, so durchläuft ic das reelle Intervall c^ßi, die Differenz 
u — (0^ ist positiv imaginär, sie nimmt von Og bis ab. 

Substituieren wir die Werte (11) und (16) in (5) und (6), 
so folgt 

(17) A=- r-rP^^ <?« ^ = - f%T^.d^ 

Die Integrationswege sind gerade Linien. 

um diese Integrale zu berechnen, bemerken wir, daß 

(19) ,ii^(^ = 5(« - «') - £(« + «') + niW) 
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ist. Es folgt dies daraus ; daß die rechts stehende Funktion 
ebenfalls die Perioden 2a) ^y 2ca^ besitzt, und daß sie mit der 
links stehenden Funktion die beiden Unstetigkeitspunkte 
u ^ -^w und den doppelten Nullpunkt u^O gemein hat. 
Die beiden Funktionen können sich demnach nur um eine 
multiplikatiye Konstante unterscheiden. Daß diese Eonstante 
den Wert 1 hat, erkennt man, wenn man mit u — w multi- 
pliziert und dann diese Differenz gegen Null konvergieren laßt. 
Aus (19) folgt durch unbestimmte Integration 

-^Ä) du - log '-^2^1 + 2t{w).u + Konst. 

Wir setzen die Grenzen w = cj, beziehungsweise w = Og ein 
.und erinnern daran, daß 

6(0}^ — W) 



f. 



= f>-2'?v«' 



ist (§ 49, Nr. (6)). 



Wir erhalten demnach (17) 

A^ — 2ri^w + 2ri^w + 2((ö2 — (o^ ^{w) + 2nni 
= — 2ri^w + 2g)^1{w) + 2n7ci, 

wo n eine ganze Zahl bedeutet. Um zu beweisen, daß diese 
Zahl = ist, betrachten wir die Größe w als variabel. Der 
Punkt w der w-Ebene, der den Wert w repräsentiert, darf 
nicht in die Verbindungslinie der Punkte o^ und ojg oder in 
eine homologe Gerade rücken, weil sonst das Integral A sinn- 
los würde. Aber innerhalb der Flächen streifen, in die die 
t*-Ebene durch diese Geraden zerlegt wird, ist A eine ein- 
wertige Funktion der Variabein w. Weil p{w) eine gerade, 
p{w) eine ungerade Funktion ist, nimmt A in den Punkten w 
imd — w entgegengesetzte Werte an, vorausgesetzt, daß die 
Punkte in demselben Flächenstreifen liegen. Dies trifft für 
den Wert w zu, den wir durch die Gleichung (13) und die 
Zusatzbedingung (14) bestimmt haben. Aus dieser Bemerkung 
ergibt sich, daß w = sein muß. 

Wir erhalten daher 
<20) A = 2[- ri,w + OjgC«;)] 

und dementsprechend (17) 
(21) B = 2[ri,w-<o,l{w)-\. 



^ 77. Ausdruck der ellipt. Koordinaten durch ellipt. Funktionen. 263 



Um das Integral Ä zu bestimmen,, differenzieren wir die erste 
der Gleichungen (17) und die Gleichung (20) nach w. Wir 
erhalten einerseits 

äA _ f p"(-) du + fr--fi'±^^rdu 

dw J p{u) —p{w) J lp{u) — p{w)J 



oder (18) 

und andererseits 



f4 = p>)^ + ^' 

dw p{w) 



dA 



Der Vergleich gibt 

(22) A' |>)^_2[% + a,3^;(t.)]. 

Auf demselben Weg erhalten wir 

(23) B' = -^^^B + 2[r,, + a,M^)]. 

Substituieren wir die Werte (20), (21), (22), (23) in (7) 
so folgt 



— % — »s. 
Vi + «1. 


p{w) — ij,w + toj§(M;) 


-Vs-<^s 
Vi ^1 


• 


1 p{w) 





-8i 

und hieraus folgt mit Rücksicht auf die Legendresche Relation 

S = ^n{i,{w) + wp{w)'\ . 

Das auseinandergesetzte Verfahren fuhrt auch zur Berechnung 
eines Stücks der Oberfläche des EUipsoids, das von Krümmungs- 
linien begrenzt ist. 

§ 77. Ausdruck der elliptisohen Koordinaten durch 
elliptlBche Funktionen. Um die elliptischen Koordinaten 
9\Q^Qz durch elliptische Funktionen darzustellen^ setzen wir 

(1) a^==m-—6g, 6^=m — ^2? c^=m — e^, m = -J-(a*+&^+c^) 

und bestimmen drei Argumente u^ durch die Gleichungen 
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„ r i^._. .. -^- , »; = 1, 2, 3. 



(2) 



Die Integrationsvariable ist reell. 

Substituieren wir die Werte (2) und (3) in die Glei- 
chungen (6) des § 75, so folgt 



(3) 






r= 



(c, — ei)(c, — c,) 



(«8 — ^(«8 — «*) 



Für das Quadrat des Linienelements erhalten wir den 
Ausdruck (§ 75 Nr. 7 und 9) 



ds'^^P^'dQ^' 



+ (j?{u^) - Piu,))(jp{u^) -p{u,)) du^\ (§ 75 Nr. 9) 
Folglich ist das Bogenelement der Linie m^ = Eonst.^ 

(4) di,-i,d«,= |pyK)idM, 



u^ = Konst. 



Wir substituieren in den Gleichungen (3) 

VÄ)'^.-[^T (§54 Nr. 9) 



(e-i-0(Ci-0 = T4- 



««•'j'"] 



ff*(a,^) 



(§ 63 Nr. 4 bis 9) 



Wir können dann die Wurzeln ausziehen, wobei das Vor- 
zeichen beliebig gewählt werden darf. Wir erhalten 
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(5) 






Diese Formeln besitzen vor den Formeln (7) des § 75- 
den wesentlichen Vorzug, daß die Koordinaten selbst, nicht 
nur ihre Quadrate, einwertige Funktionen der Parameter sind. 

Weil die Größen QiQ^Qs reell sind, so muß jede der Größen u^ 
einer der folgenden Bedingungen genügen: 

u^ selbst oder die Differenz u^ — Oj ist einer reellen 
Größe kongruent*, 

u^ selbst oder die Differenz u^ — g)^ ist einer rein ima- 
. ginären Größe kongruent (vgl. § 45). 

Aus den Ungleichungen (3) des § 75 ergeben sich für 
die Funktionen p(u^) die Ungleichungen 

(6) i>K) > e^ >i>K) > ^2 >i>K) > ^' 

Aus diesen Ungleichungen im Zusammenhalt mit der eben 
ausgesprochenen Bemerkung folgt (s. § 45): 

die Größe Mg ist einer reellen Größe kongruent; 

die Differenz u^ — cöi ist einer reiux imaginären Größe 
kongruent; 

die Differenz u^ — (o^ ist einer reellen Größe kongruent. 

Weil die jp- Funktion eine gerade Punktion ist, erhalten 
wir alle reellen positiven Werte der Quadrate x^y^z^ und jedes 
Wertsystem nur einmal, wenn wir die Variabein Wg und % — Og 
ein reelles Intervall von der Länge Oj und die Variable 

' T " - ein reelles Intervall von der Länge ^ durchlaufen 

lassen. Um alle reellen Werte der Koordinaten xyz selbst 
zu erhalten, müssen wir acht derartige Intervall-Kombinationen 
zusammenfügen. 

Wir halten zunächst die eben genannten Intervalle füi* 
die Größen u^ und u^ fest und lassen die Größe ^t— " ©s ^^^ 

Intervall — 2g3i, +2(0. durchlaufen. Die Funktionen --r-c 
sind ungerade und genügen den Gleichungen 
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(^ + /*) 



6j^(u+2(op ^ 6^{u) ff^(2(»^, ~ ^^ _ __ ^^i^ 



<f(w + 2ü) ) <f(u) ' <y(2a)^ — u) c{u) 

(vgl. § 49 Nr. 6 und § 55 Nr. 4). 

Daraus folgt, daß den vier Werten w^, — w^, 2(Di— t^^, 
— (2 (Dl — mJ die folgenden vier Zeichenkombinationen der 
Koordinaten xyz entsprechen: 

Ui'+x +y +z 



(7) 



— u^ — X —y — z 



2Gi^— u^\+ X —y 



[—2(o^ + u^-x +y +z. 
Besehränken wir die Größe Mj nach wie vor auf ein Intervall 
von der Länge aj^, lassen wir aber die Größe — ^— . — - das 
reelle Intervall 0, —^- durchlaufen. Den Werten m^ ^^d 2 (O3 — ii^ 
entsprechen die beiden Zeichenkombinationen 

u^l + x +y +z 



2(a^—u^\—x +y —z. 

Aus den Zeichenkombinationen (7) und (8) lassen sich 
alle acht Zeichenkombinationen zusammensetzen. Wir erhalten 
also aUe Punkte des Raumes und jeden nur einmal, wenn wir 
festsetzen, es sei 

-- 2g3i < Wi — 09g < 2 co^ , 

0< "'~'°' <^, 

Zufolge dieser Pestsetzung werden die drei Arten von 
Flachen, die in unserer Schar enthalten sind, in verschiedener 
Weise zur Koordinatenbestimmung herangezogen. Die Punkte 
eines Ellipsoids, das durch die Gleichimg p{u^ = Eonst. cha- 
rakterisiert ist, entsprechen alle demselben Parameterwert ti^. 
Dagegen entsprechen die Punkte des einschaligen Hyperboloids, 
fiir das p{u^ = Eonst. ist, teils dem Parameterwert u^, teils 
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dem Parameterwert 2 cog — Wg ^^^ ^^^ Punkte des zweischaligen 
Hyperboloids verteilen sieh auf vier verschiedene Parameter- 
werte. 

Daß die drei Arten von Flächen verschiedene Rollen 
spielen, liegt in der Natur der Sache, aber es ist einleuchtend, 
daß sie durch Abänderung unserer Festsetzungen die Rollen 
vertauschen können. 

§ 78. Verteilung der Elektrizit&t auf einem Ellip- 
soid.^) Wie in der Potentialtheorie bewiesen wird, ist das 
elektrostatische Potential eindeutig durch die folgenden Be- 
dingungen bestimmt: 

I. Im Innern und auf der Oberfläche des Leiters ist das 
Potential V konstant. Im äußeren Raum und auf der Grenz- 
fläche sind die Punktion V und ihre partiellen Derivierten 
erster Ordnung einwertig und überall stetig. 

IL Die Funktion V genügt im äußeren Raum der par- 
tiellen Differentialgleichung 



in. Wenn der Badiusrektor r = ]/«* -\- y^ -\- z^ über alle 
Grenzen wächst, so bleiben die Produkte 



rV und ^«-^l/(|I)V(|r)'+(|Vy 

endlich. 

Die Komponenten der Kraft, die die auf dem Leiter be- 
findliche Elektrizitätsmenge auf die im Punkt xyz konzentrierte 
Mengeneinheit positiver Elektrizität ausübt, sind 

_d_v _dV _dV_, 
ex ' dy ^ dz 

Die Komponente der Kraft, die in die Richtung des 
Linienelements ds fällt, ist daher 

Die Dichtigkeit der Elektrizität in einem Punkt der Leiter- 
oberfläche ist 



•) Vgl. H. Weber, partielle Differentialgleichungen Bd. 1, § 127. 
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WO cn ein Element der nach außen gerichteten Flächennormale 
bezeichnet. Von diesen Sätzen ausgehend, wollen wir das 
Potential für einen Leiter bestimmen, dessen Oberfläche die 
Gestalt eines Ellipsoids hat. 

Die Gleichung des gegebenen Ellipsoids sei 

Führen wir elliptische Koordinaten ein, so wird ein jedes 
zu dem Ellipsoid (1) konfokale EUipsoid durch einen kon- 
stanten Wert des Parameters u^ charakterisiert (s. den Schluß 
des vorigen Paragraphen), und zwar ist dieser Wert reell, 
positiv und < cöi , Insbesondere entspricht dem Ellipsoid (1) 
ein Parameterwert, der der Gleichung 

(2) p(w) = m = 4-(a2+ J2+ 0^) 

(Nr. 2 des vorigen Paragraphen) 
genügt. 

Die Größen 

Q^a^m— pi^ii^) und (>2 = m — jp (Wg) 

bleiben endlich, wenn der Radiusvektor r über alle Grenzen 
wächst (§ 75 Nr. 3), dagegen wächst 

mit r über alle Grenzen, derart, daß 

lim *;^ ^ _ j 

ist (§ 75 Nr. 1). Folglich konvergiert u^, wenn r unbegrenzt 
wächst, gegen Null, und es ist 

(3) lim ru^= 1. 

Die Bedingung I. können wir nunmehr einfacher aus- 
drücken: 

(4) Für t«8 = w^ ist F konstant — wir woUen annehmen, es 
sei F = 1 — , für Uq<:W sind die Funktion V und ihre 
partiellen Derivierten erster Ordnung einwertig und stetig. 
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Aus III folgt mit Rücksicht auf (3): 
(5) Die Quotienten — und — ^ bleiben endlich, wenn u^ gegen 
Null konvergiert. 

Es erübrigt, die partielle DiflFerentialgleichung II in ellip- 
tische Koordinaten zu transformieren. Zu dem Zweck erinnern 
wir an einen bekannten Satz der analytischen Geometrie: 

wenn das Gleichungspolynom einer Fläche zweiten Grades 

F = a^^a:^ + a^^ y^ + a^^z^ + 2a^^xy -| \- a^^ 

durch eine orthogonale Substitution in das Polynom 

r = oiia;'« + o^ay * + (Hz^^ + 2a^x'y' + . . . + a^ 
transformiert wird, so besteht die Beziehung 

An Stelle des Polynoms F lassen wir nun das zweite 
Differential d^V treten und drücken es das eine Mal durch 
die Linienelemente dxdydiSj das andere Mal durch die drei 
Linienelemente dl^^L^du^ (§77 Nr. 4) aus. Wir erhalten 

- A» au,» ^^1 ^ i,« du,* ^*« ^ L,* du,' ^^8 ^ 

i, Xj du^ du, ^ 2 

Sowohl die Linienelemente dxdydz als auch die Linien- 
elemente dl^dl^d% bilden ein System rechtwinkliger Koordi- 
naten, folglich besteht die Identität 

^^ ^ dx*'^ dy* "^ dz' ~L^'du^''^L,'du,'^L,'du^'^ 

Demnach lautet die partielle Differentialgleichung II in 
elliptischen Koordinaten ausgedrückt 

(6) [p{u,) -piu,)] g; + [i)(«,) -i>,K)] i^. 
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Wir genügen dieser Differentialgleichiing; den Bemngangen 
(4) und der ersten der Bedingungen (5), indem wir 



w. 



(7) F=> 

setzen. Unter dieser Annahme sind die Komponenten der 
elektrischen Kraft, die in die Richtung der Linie u^ = Konst. 
Wg = Konst. und u^ == Konst. Mg = Konst. fallen, = 0. Die in 
einem Punkt des elektrischen Feldes wirkende Kraft ist also 
normal zu dem in der Schar konfokaler Flächen enthiiltenen 
EUipsoid, das durch den Punkt geht. Die Komponente der 
Kraft nach der Richtung der wachsenden u^ ist 

Der absolute Betrag dieser Größe gibt die Größe der wirkenden 
Kraft R, Dieser Wert B genügt offenbar der Bedingung (5). 

Die Funktion (7) genügt somit den Bedingungen I bis III, 
sie stellt daher das Potential dar. 

Die Richtung der von einem Punkt des Ellipsoids (1) 
nach außen gehenden Flächennormale ist der Richtung der 
wachsenden ti^ entgegengesetzt. 

Folglich ist die Dichtigkeit der Elektrizität in einem 
Punkt desselben (vgl. (2)) 

(8) A = -i-^-I^-^-L^-i- ^ ' _. 

Man kann die Verteilung der Elektrizität auf dem EUipsoid 
sehr anschaulich machen. Auf dem EUipsoid (1) ist (>3 = also 



p'iu,) = - 2 )/(a* - Pj) {¥ - Q,) (c^ - Q,) = - 2a 6c 

(§ .77, Nr. 3). 

FolgUch (§ 77, Nr. 4) 

4 = -P»l2''(«s)l = 2a&cPs 
also (8) 

(9) 



Anwahc 2Ps 



Wie am Schluß des § 75 bemerkt wurde, ist der Abstand des 
Mittelpunktes der Fläche (1) von der Tangentialebene in dem 
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Punkt, dem die Dichtigkeit h entspricht, = ^"p" ^^^^ anders 
ausgedrückt: ^-p- ist das Produkt aus dem Radiusvektor, der 

nach diesem Punkt geht, und dem Kosinus des Winkels, den 
der Radiusvektor mit der Flächennormale bildet. Wir denken 
uns nun in jedem Punkt des Ellipsoids nach außen hin die 
Normale errichtet und tragen auf ihr ein Stück 

_^- = £r cos (w, r) 

ab. Den konstanten Proportionalitätsfaktor s nehmen wir un- 
endlich klein an. Der Radiusvektor des Endpunktes des ab- 
geschnittenen Normalenstückes ist (siehe die nebenstehende 
Figur) 



I s" I «^ cos (n,r) .^ , V 

' ' coB(n,r) ^ ' ^ 




Dieser Endpunkt liegt also auf 
einem ähnlichen und ähnlich gelegenen 
Ellipsoid. Die Dichtigkeit in einem 
Punkt des Ellipsoids (1) ist demnach ^^k- 32. 

zu dem Abschnitt proportional, den 

ein ähnliches und ähnlich gelegenes unendlich benachbartes 
Ellipsoid auf der Flächennormale bestimmt. 

Nach einem bekannten Satz der Potentialtheorie läßt sich 
der Wert des Potentials V im Punkt P in der Form 

(10) F=J^ 

darstellen; hier bedeutet dS ein Element der Leiteroberfläche, 
D seinen Abstand vom Punkt P. Das Integral ist über die 
Oberfläche des Leiters zu erstrecken., 
Das Integral 



ß 



stellt aber auch das Potential einer unendlich dünnen mit 
homogener Masse von der Dichtigkeit 1 gefüllten Schale dar, 
die an der Stelle des Elementes cS die Dicke eh besitzt. Ins- 
besondere stellt das Integral 
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das Potential einer unendlich dünnen^ homogenen Schale dar, 
die yon zwei ähnlichen und ähnlich gelegenen Ellipsoiden be- 
grenzt wird. Die innere Grenzfläche besitzt die Halbachsen 
-abc, die äußere die Halbachsen a(l + £), 6(1 + «); ^(1 + «)• 
Aus den Gleichungen (7) bis (10) ergibt sich für das Potential 
der Schale in einem äußeren Punkt der Wert (vgl. auch (3)) 

^Tcabcsu^] 

AnahcB ist die Masse der Schale. Drücken wir u^ durch q^ 
aus, so erhalten wir (§ 77, Nr. 2) für das Potential der Schale 
in einem äußeren Punkt den Ausdruck 






Die untere Grenze pg ist die kleinste Wurzel der Gleichung 

17»«. ^1^^.» « ■■•• 



a* — p ' &* — Q C* — Q 

In einem Punkt des Hohlraumes, der von der Schale um- 
schlossen wird, ist das Potential konstant 



= 4:7tabc€W = 27tabc€ 1 , - 



§ 79. Potential eines Ellipsoids. Wir benutzen da» 
Schlußresultat des vorigen Paragraphen, um das Potential eines 
mit homogener Masse von der Dichtigkeit 1 erfüllten Ellipsoids 
zu bestimmen. Dabei beschränken wir uns auf Punkte, die 
außerhalb des Ellipsoids liegen. Wir zerlegen das Ellipsoid 
in Schalen, die von ähnlichen und ähnlich gelegenen Ellipsoiden 
begrenzt sind. Die Schale, deren Halbachsen die Werte atj 
bt, et haben, besitzt das Potential 



(1) 



rfF= 271 äbcf dt I , it __ r-^.=^ • 
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Die Größe q^ ist die kleinste Wurzel der Gleichung 

/o\ ^' . y* _L '' _ 1 

TTm das Potential des ganzen Ellipsoids zu erhalten^ müssen 
wir von ^ = bis t ^ 1 integrieren. 

Um die Variable t aus dem Integranden wegzuschafifen, 
setzen wir 

Es folgt 

(3) rf F = 2« abc tdt r-=-_=i^=..= , 



»•* y^ «* 



Unter r ist die kleinste Wurzel dieser Gleichung zu verstehen. 
Den Wert von r, der dem Wert ^=1 entspricht, be- 
zeichnen wir mit 6, Mittelst partieller Integration ergibt sich 
aus (3) 

F= ahcTC I -- — ^ = 

J y(a*-8)(b*-8){c'-s) 

— oo 

— abc 7t I , -- zz= — dt. 

J l/(a* — T)(6» — tr)(c* — t) dt 



In dem zweiten Integral rechts ersetzen wir fi durch seinen 
Wert (4) und führen an Stelle von ^ r als Integrationsvariable 
ein. Der Gleichförmigkeit wegen schreiben wir dann s statt r. 
Dem Wert f = 1 entspricht r = (J, für ^ = wird r negativ 
xmendlich. Wir erhalten daher 



a 

^ ^ Jl^ a^-s b^-s 



ds 



_ l'_-\-_-_. 

c^ — sj y{a^ — s)(b^ — s) (c* — 5) 

Die obere Integrationsgrenze 6 ist die kleinste Wurzel der 
<jleichung 

. -J^ 4. y' 4.-1' -1 

Duröge-Maurer, elliptische Funktionen. 5. Atifl. lg 
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§ 80. Die Differentialgleichu&geti des PrüblemB. 



Wenn der Punkt xys iimerhalb des Ellipsoids liegt, so ist in 

dem Integral (5) die obere Integrationsgrenze = zu setzen. 

Auf den leicbt zu führenden Beweis wollen wir der Kürz© 
\\egen nicht eingehen. 



Das sphärische PendeK 

§ 80> Hie Bifferentiiügleiohungeii des Problems. 
Unter einem Pendel versteht man bekanntlich einen schweren 
Körper^ der an einem Faden yon geringem Gewicht aufgehängt 
ietj und in Bewegung gesetzt unter dem Einfluß der Schwere 
Schwingungen ausführt. In erster Annäherung betrachtet man 
den schweren Körper als unendlich klein ^ den Faden als ge- 
wichte] ob und vollkommen starr, den Anfhängeptmkt als voO- 
komraen imbeweglieh und man sieht überdies vom Einfluß des 
Luftwiderstandes und der Reibung ab. Unter diesen ver- 
einfachenden Annahmen bezeichnet mau den Apparat als 
mathematisches PendeL Je nachdem die Bewegung in einer 
Ebene vor sich geht oder nicht^ bezeichnet man sie als ein- 
fache oder als sphärische Pendelbewegung. Unter einem mathe- 
matischen Pendel versteht man demnach einen schweren materi- 
ellen Punkt, der gezwungen ist, sich auf einer Kugel zu 
bewegen. 

Wir legen ein rechtwinkliges Koordinatensystem zw Grunde, 
dessen Anfangspunkt der Mittelpunkt der Kugel ist; die 
^*Achse sei vertikal, die Richtung des wachsenden z gehe nach 
aufwärts. Den Radius der Kugel bezeichnen wir mit t 

Die Koordinaten des materiellen Punktes genügen der 
Bedingung&gleichung 



(1) 



.r^ + y* + 4r»=i* 



und es gelten für sie die Differentialgleichungen 

(2) ;.;,. - QX 









Das Prinzip der lebendigen Kraft liefert das Integral 
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Für die rcy- Ebene gilt das Prinzip der Erhaltung der Flächen. 
Es liefert das Integral 

An Stelle der Koordinaten xy führen wir Polarkoordinaten 
ein; wir setzen 

X = r cos q> y = r aiatp. 
Aus (1) folgt 

(5) r« + ^» = l\ 
Aus (3) folgt 

und ans (4) folgt 

(7) r«^ = c. 

Eliminieren wir mittelst der Gleichungen (5) und (7) aus 

(6) die Größen r und 9, so erhalten wir für z die Differential- 
gleichung 

(8) ^' © = ^^' - '') ('' - 2^^) - ^' = /"W • 

Aus dieser Gleichung folgt, wenn wir von dem später zu be- 
sprechenden Fall, daß z konstant ist, absehen: 






vm 

und aus (7) und (8) folgt, wenn wir die Zeit eliminieren 

^Idz 



{P-z 



Wir können demnach die Zeit t durch ein elliptisches 
Integral erster Gattung, den Winkel (p durch ein Integral 
dritter Gattung ausdrücken. Als unabhängige Variable er- 
scheint in beiden FäUen der Abstand z des bewegten Punktes 
von der Horizontalebene, die durch den Mittelpunkt der Kugel 
geht. Um das mechanische Problem vollständig zu erledigen, 
müssen wir aber die beiden Größen is und 9 als Funktionen der 
Zeit darstellen. Wir haben es also mit einem Umkehrproblem 
zu tun. 

18* 
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§ 81. Darstellnng der Chröße z als Fonktion der 
Zelt. Um vorerst Fallnnterscheidungen zu Termeideii; schließen 
wir zunächst den Fall aus, daß die in der Gleichung (7) vor- 
kommende Konstante c verschwindet, und wir schließen femer 
den Fall aus, daß die Größe z konstant ist. 

Nehmen wir an, zur Zeit t^ verschwinde die Vertikal- 
komponente der Geschwindigkeit nicht; den zu dieser Zeit 
stattfindenden Wert von z bezeichnen wir mit z^. Aus unserer 
Annahme folgt, daß die Funktion 

(1) f{z) = {V-z''){h-2gd)-c* 
(Gleichung (8) des vorigen Paragraphen) 

filr z ^ Zq einen von Null verschiedenen, positiven Wert be- 
sitzt. Für z =^ ±1 ist der Funktionswert negativ, folglich 
besitzt die Gleichung f{z) == eine zwischen -|- / und z^ und 
eine zwischen — l und z^ liegende reelle Wurzel. Für große 
Werte von z ist die Funktion positiv, folglich muß sie für 
einen Wert von jer, der > / ist, verschwinden. Die Gleichung 
f{z) = besitzt also drei reelle Wurzeln z^z^Zy Wir 
wählen die Bezeichnung so, daß 

(2) z^>l>z^>z^>z^>-1 

ist. Diese Ungleichungen schließen die Gleichheit aus: die drei 
Wurzeln sind also untereinander verschieden. 

Die Bahn, die das Pendel durchläuft, liegt, weil die 
Funktion f{z) nicht negativ werden kann, zwischen den Hori- 
zontalebenen jf = Zj und z = z^. Zwischen den drei Wurzeln 
jp^ und den Konstanten glhc bestehen die bekannten Be- 
ziehungen 



(3^ 


h 

-^ -^ -'s- -', = ,,, . 


^-l) 


^i'i -r ^j-'i - -i-s = -l- 


W) 


c' — r-h 



Aus 1^4) folgt, daß wenigstens die kleinste der drei Wurzeln 
— Tj — negativ sein muß. Da die Wurzel £, auf jeden Fall 
positiv ist. so schließen wir aus ^5), daß die Wurzel z^ das 
entgeg^»igesetzte Vorzeichen wie die Größe r* — Ph besitct. 
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Ist diese Größe positiv^ so liegt die Bahn des Pendels ganz in 
der unteren Halbkugel. 
Wir setzen nun 

(6) z^ax + h 

und bestimmen die Eonstanten a und h so, daß 

ist. Wir erhalten mit Rücksicht auf die Gleichung (8) des 
vorigen Paragraphen 

(8) a = ?^' 5 = A. 

Wir genügen der DifiFerentialgleichung (7), indem wir 

(9) x=p{u) ^ = ±1 

setzen. Die erste dieser Gleichungen läßt, weil die Punktion 
p{u) gerade ist, das Vorzeichen von u unbestimmt. Wir 
können deshalb festsetzen, es sei 

dt ^^' 
Weil die Größe z zwischen z^ und z^ liegt, so liegt x^p{u) 
zwischen e^ und gg, folglich ist die Differenz u — co^ einem 
reellen Wert kongruent. Indem wir die Zeit von einem Augen- 
blick an zählen, in dem sich das Pendel im tiefsten Punkt 
seiner Bahn befindet, können wir daher 

(10) W = ^ + CJg 

setzen. Wir erhalten demnach mit Rücksicht auf (6), (8) 

und (9) 

(11) ^ = ai>(ti) + 6=^*K^ + cD3) + A. 

Den Werten ^ = 0, ^ = coi entsprechen die Werte x ^ e^y 
z ^ Zq bzw. X =^ e^, z ^ z^y folglich ist 

Nun ist (§ 52, Nr. 9) 
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folglich (§ 54, Nr. 9) 

Wir führen an Stelle der tf-Punktionen die Funktionen H 
und @ ein. Zufolge § 55, Nr. 5 u. 10 und § 63, Nr. 20 bis 
24 ist 

o(Q _ K^^ B(f) 

«.(«) f/(^;^-e7)(e._e,)(e,-e,) »(*> ' 
folglich 

Der Modul h hat den Wert 

(15) i=.l/?^E^=.-l/vEf.. 

Der Vertikalabstand z ist demnach eine periodische Funk- 
tion der Zeit; die Periode ist 






2gz)' 



§ 82. Bestimmiiug des Winkels 9). Aus der Glei- 
chung (7) des § 80 folgt mit Rücksicht auf die Gleichung (10) 
des vorigen Paragraphen: 

, cdt c r du du 1 

Wir denken uns die Achsen xy so gewählt, daß für ^== 
M == 0J3 der Winkel 9 = ist und daß die Konstante c einen 
positiven Wert besitzt. Wir substituieren in die vorstehende 
Gleichung (s. Nr. 11 des vorigen Paragraphen) 

^ = ap(u) + b 
und erhalten 

u 

,-x c Cr du du 1 

\^) ^^ 2lJ lap{u) +T+i "" ap(t*) + 6 — ü ' 



*) Durch die Jacobischen Funktionen ausgedrückt ist 
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Um die Integration ausführen zu können, müssen wir die 
Nullpunkte der beiden elliptischen Funktionen 

;e? — i = ap(u) + h — l und z + 1 = ap(u) + b + 1 

bestimmen. 

Die Größe l liegt zwischen den Wurzeln z^ und z^, folg- 
lich liegt der entsprechende Wert von p(u) zwischen e^ und 
«2, die Differenz u — co^ ist daher einem rein imaginären Wert 
kongruent (§ 45). Für ^ = Z ist 

also 

P'(u) = + ^i. 

Wir können daher einen reellen Wert a derart wählen, daß 

(2) ap(ia + (0^) + h = 1 und p'(ia + »i) = p i 

ist. 

Die Größe — Z ist < -2^3, folglich ist der entsprechende 
Wert von p(u) < e^ und der zugehörige Wert der Variabein u 
ist einem rein imaginären Wert kongruent. Wir können daher 
eine reelle Größe ß derart bestimmen, daß 

(3) ap{iß) + h:=^-l und p'(iß)^^i 
ist. 

Substituieren wir die Werte (2) und (3) in (1), so folgt 

u 

y±) ^^ J Lp(^)_^(ia + C9,) Piu)^p{iß)l 

Ol, 

Wir benutzen nun wieder die Formel (vgl. § 76, Nr. 19) 
Es folgt 

u 

^ il - t(u-iß) + i(u + iß) -2t(iß)]dü . 

Wir können nunmehr die Integration ausführen und er- 
halten 
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(6) 2^-iiog!!:-4.i-^f:i:-+-;«+2i[«.-.+».)-«i«]. 

+ Eonst 
Die Integrationskonstante ist durch die Bedingang 9> = 
für u ^ (o^ bestimmt. Wir führen an Stelle der Yariabeln ü 
die Variable ^ — w — cjg ein und setzen (§ 54, Nr. 10) 

ö(u±iß) — (J(t + (o^±iß) — Konst. ei**6s^{t±iß), 
6{u + ia + (0i) = 6{t + (02+icc) = Konst. ^'^«'^^(f + ia), 

= Konst. e('7«-2'?»)'(jg(^— i«),. 
(§ 55, Nr. 3) 

Substituieren wir diese Werte in (5), so ergibt sich 

(b) iqp - * log -J-— -.^-^^^_ .^^ + -^ [--^,.-) - ^^J^. 

Der Wert des Logarithmus ist so zu wählen, daß er för 
/ — verschwindet. 

Es ist demnach keine additive Konstante hinzuzufügen,, 
wenn dem Logarithmus der Wert beigelegt wird, der für ^=«0 
verschwindet. 

Sodann ftihren wir an Stelle der (^-Funktionen die ^-Funk- 
tionen ein. Wir erhalten (§ 55, Nr. 5 u. 10) 

i,i^ 2ir - • log ^^^,+ ..„^e^^_ .^ + 2i i-gj^ - -mmr- 

ZShler und Nenner der zu logarithmierenden FnnUaoii 
^nd konjugiert imaginär, der Logarithmus hat deshalb einen 

rtnn imaginären Wert, Die logarithmischen Derivierten ^ !^^^ 
und »^^^ ,$ii^d ebenfalls rein imaginär. Folglich ergibt sich 

aus den Gleiohxuigen v^\ ^'^ ^^^^ »?ii^ mv£y ein reeller Wert g?. 
l>as er^t^ Glied auf der rechten Seite der Gleichung (7) ist 
eine periodische Funktion mit der Periode 3oj, das zweite 
Glied i$t der Zeit proportional. Da auch der Vertikalabstand m. 
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als Funktion der Zeit betrachtet, die Periode 2(d^ besitzt, so 
kann man sich die Bewegung des sphärischen Pendels aus^ 
einer periodischen Bewegung und einer gleichförmigen Rota- 
tion um die ^- Achse zusammengesetzt denken. 

§ 83. Da« einflEkche Pendel. Horizontale FendeU 
bewegung. Wir haben bisher den Fall ausgeschlossen, daß* 
die Eonstante c (§ 80, Nr. 7) verschwindet. Nehmen wir nun- 
mehr an, es sei »^ 0. In diesem Fall ist (p konstant, die 
Bewegung geht also in einer Ebene vor sich. 

Die Differentialgleichung (8) des § 80 lautet in diesem Fall 

Der Quotient — kann nicht < — ? sein und wir dürfen auch 

den Fall, daß er = — l ist, ausschließen, denn in diesem Fall 
müßte ß den konstanten Wert — l haben, das Pendel bliebe 
also in der Ruhelage. 

Wenn ^r- < Z ist, so haben wir 
2g ' 

zu setzen (vgl. § 81). Das Pendel bewegt sich auf einem Kreis- 
bogen hin und her, der durch die Gerade z ^ z^ begrenzt istw 

Wenn dagegen ö~ > ^ ^^^f ^^ haben wir 

h , , 

^^^2~g' ^2=S ^8= — ^ 

ZU setzen. Das Pendel durchläuft einen vollen Ereis. Zwischen 
beiden Fällen steht als Grenzfall der Fall h = 2gL Wir er- 
halten für diesen Fall die Differentialgleichung 

Wir setzen z = 1 cob tif und wählen den Winkel ^ so, daß 

— sin V' ^^ = -f- 4]/| sin^y t cos ^^t 
ist. Es folgt 
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und hierttUM 



I di. Die kinenuitischeii Gleichuugen. 



-rj 



2 Bin { ^ 






iJi« lotegrationskonstaEte y ist der Anfaügswert toh ^. 
Diifi p4indel niihert sieh dem höchaten Punkt der Kugel ^ ohne 
iba je s^At erreichen. 

Wir iittijen im § 81 aucli den Fall ansgeschloBsenj daß ^ 
fcoiiüitant iat. In diesem Fall i@tt auch r konstant nnd aus 
dijr (iltnfbutig (7) des § 80 folgt, daß der Winkel 9 der Zeit 
jjrüportional ist. Das Pendel bewegt sich mit konstanter 6e- 
«(^liwindigkoit in einem Kreia, der in einer horizontalen Ebene 
lirgt Aus der tlleichung (4) des § 81 ergibt sich, daß r 
iiogativ ist, daß also der Kreis unterhalb des Mittelpunkts der 
Kugi^l lit^gtp 

Rotation eines Köriier^ um seinen Schwerpunkt 

§ 84. Si# küiematisclian Q-Ieichungeji,^) Wir unter- 
^Uöhim die Bewegung eines starren Körpers unter der Vorans- 
»etasung, daß auf den Körper keine Krilfte wirken und daß sein 
Schwerpunkt iratgehalten wird. Auf diese Aufgabe läßt sich 
bokaiuitUcb eiue etwas allgemeinere zurCickführen* Die Be- 
w*»guug eintf*s freien stiirrt>ii Körpers, auf den nur die Schwere 
wirkt, kann man sich aus xwei Bewegungen ^usanimengeset^t 
dimkeiK aus einer Bewegung, bei der jede Gerade, die zwei 
Ihmkie des Körpers verbindetj sieh selbst parallel bleibt — 
xlu^m Bewt^ung ist durch die Bewegung des Schwerpunkts 
volUt^idig bt^timmt — und aus einer Rotation des Korpers 
um siNnmL Schwerpunkte bei der dieser ak fesUiegend gt?dacht ist. 

Um die Bew«gnBg d^s Körpers aniljtiseh darEustellen, 
bimthtli wir aänt Ponkle «uf iwei rechtwinklige Koordinaten- 
i yi t tü t» 4itw Ajnfcag^iakt der Schwerpunkt des Eorpeis 
ist Dis erst« defMlben 1>^ im Räume fest, das^ Eweile sei 
{«$t inil inm ESfptr T«riMitiÄea. Hü xyt 1i«mdiiien wir die 



«> Tfi Ctreik#ff, 



%.Xi 
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erste Koordinatensystem; ^rj^ seien die Koordinaten desselben 
Punkts in Beziehung auf das zweite. Die beiden Koordinaten- 
systeme sind durch eine orthogonale Substitution verbunden. 
Wir setzen 

(1) y =0^211 + »22^+ «2s5, 

^ = «sJ + »82^ +«38^. 

Die Substitutionskoeffizienten genügen den bekannten Glei- 
chungen 

3 3 

(2) ^a,,«,, = (y, 2«»-i«'/. = (i) (>l,f»=l,2,3)*) 

Wir nehmen an, die beiden Koordinatensysteme seien 
gleich orientiert. Unter dieser Voraussetzung ist die Sub- 
stitutionsdetermiuante 

(3) J-iOi,«»,«» =■ + !**) 
und es bestehen die Gleichungen 

/A\ f ^11 ^22 "" ^12 ^21 ^ ^38 7 ^13 ^21 ■" ^11 ^23 ™ %2 } 

[ öt^gÄgj ^13^122 '^ ^31 • 

Hierzu kommen zwei analoge Gleichungssysteme, die sich 
durch zyklische Vertauschung des Indizes ergeben. 

Die Koordinaten giyg hängen nicht von der Zeit ab, da- 
gegen sind die Koordinaten x, j/, s und die Substitutions- 
koeffizienten tt;^^ Funktionen der Zeit t Nach t genommene 
Differentialquotienten bezeichnen wir in üblicher Weise durch 
Akzente. 

Aus den Gleichungen (2) ergeben sich Bedingungsglei- 
chungen zwischen den Derivierten der Substitutionskoeffizienten. 
Wir können sie in folgender Form schreiben: 



*) Das Symbol ( ) bedeutet 1 oder 0, je nachdem die Indizes X, f* 

gleich oder ungleich sind. 

**) Wären die beiden Koordinatensysteme nicht gleich orientiert, 
also nicht zur Deckung zu bringen, so wäre die Substitutionsdetermi- 
nante = — 1. 
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V V V 



(5) 






Die eben eingeführten Größen ccj^a^cc^ haben eine einfache 
mechanische Bedeutung: es sind die Komponenten der zur 
Zeit t stattfindenden momentanen Drehung des Körpers ge- 
schätzt nach den Richtungen^ die die mit dem Körper fest 
verbundenen Koordinatenachsen ^rji zu dieser Zeit besitzen. 
Die Kosinusse der Winkel, die die Momentanachse mit diesen 
Richtungen bildet, sind zu den Größen cc^cc^cc^ proportional. 

Wir multiplizieren die Gleichungen (5) 

^, a,.iavi== 0, ^ a,ia,.2 = «s, ^ (hidv^^ — «s 

V V V 

beziehungsweise mit o,n^?.2^Ä3 ^^^ addieren sie dann; es folgt 
mit Rücksicht auf (2) 

und hieraus durch zyklische Vertauschung der Indizes 
axi= axscci — anasf 
ctks= akicc2— axiCCi» 



(6) 



Die drei Reihen von Substitutionskoeffizienten (ixt(ix2^xs 
(A=l,2, 3) genügen demnach demselben System linearer 
Differentialgleichungen erster Ordnung. 

§ 85. Die Diirerentialgleichnngen des Problems. 

Die lebendige Kraft des Körpers ist 

(1) T^1^Jlx'' + y'' + e'^dm, 

WO dm ein Massenelement des Körpers bedeutet. 

Auf Grund des Hamiltonschen Prinzips erhalten wir die 
Differentialgleichungen der Bewegung, indem wir zum Aus- 
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druck bringen, daß die Variation 

sfidt 

för alle mit den Bedingungen des Systems verträglichen Vari- 
ationen der Koordinaten verschwindet. Im vorliegenden Fall 
ist es aber unnötig, diese Rechnung durchzuführen, da wir 
sofort vier Integrale dieser Differentialgleichungen angeben 
können. Eines derselben ergibt sich aus dem Satz von der 
Erhaltung der Kraft 
(2) 2T = Ä. 

Die drei anderen liefern die Flächens'atze 



(3) 



Jly/ — 0y) dm = q 
Ji^oc' — x/) dm = Cj 
jlxy—yx)dm=^c^. 



In diesen Integralen müssen wir nun an Stelle der Koor- 
dinaten xyZj die sich auf ein im Raum festes Koordinaten- 
system beziehen, die Koordinaten |iyg einführen, deren Achsen 
mit dem Körper fest verbunden sind. 

Über die beiden Koordinatensysteme haben wir bisher 
noch keine nähere Bestimmung getroffen; wir woUen nun fest- 
setzen, das Koordinatensystem xy:s werde so gewählt, daß die 
in den Flächensätzen vorkommenden Konstanten q und c^ ver- 
schwinden und daß c^ positiv ist. Die Richtung der wachsenden 
js kann nach Belieben festgesetzt werden. Ist dies geschehen, 
so ist das Koordinatensystem bis auf eine Drehung um die 
if-Achse bestimmt. 

Die Achsen des zweiten Koordinatensystems ^rj^ lassen 
wir in die Hauptträgheitsachsen des Körpers fallen; genauere 
Bestimmungen über die Zuordnung werden wir im nächsten 
Paragraphen treffen. Für zwei von den Achsen können wir 
die positive Richtung nach Belieben festsetzen, für die dritte 
ist diese Richtung durch die Bedingung bestimmt, daß die 
Achsen ^rj^ ebenso orientiert sein soUen wie die Achsen xyz. 
Infolge dessen können wir uns so einrichten, daß zu einer 
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bestimmten Zeit t^ zwei von den Größen cc^cc^a^ ein vor- 
geschriebenes Vorzeichen besitzen. 

Zufolge der getroffenen Bestimmung ist 

(4) frj^dm^O fi^dm^O firidm^O, 
Wir setzen 

f /('?' + i'^äm = P, /(g» + I«) dm = P, 

(5) i r 

I ße + r3')dm = P,. 

Aus (1) folgt mit Rücksicht auf die erste Gleichung des vorigen 
Paragraphen 

2T=/[KJ + a;,ri + <,0* + KS + a^V + <ty + 

Wegen (4) ist demnach 

(6) 2T =ya^lß^dm +^a;i>fri>dm +^a;;*ß'dm. 

Nun folgt aus den Gleichungen (2) und (6) des vorigen Para- 
graphen 

^a/f = < + «,* ^«;i = «»^ + V ^a,7 = V + V. 

Führen wir diese Werte in (6) ein, so ergibt sich mit Rück- 
sicht auf (2) und (5) 

(7) P,a,' + P,a,^+P,a,' = h. 

Aus der ersten Oleicliung des vorigen Paragraphen folgt femer 
mit Rücksicht auf (4) 

/(ye'-ey') dm =J[(asiS + a^r) + Oj,g) «J + a/ji? + a,',S) 
- KiS + «8»'? + «ssÖ «5 + <^nV + <»§)] ^^ 
^ = (Oji O3; - Osi ag'i) /|2 dm + («SS a,; - agj «j'^/ 1?* rf»t 

Aus den Gleichungen (4) und (6) des Torigen Paragraphen 
folgt nach einer leichten Rechnung 
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0^28 «88 — «33 »32 = ^^ji«! + tt^^U^. 

Führen wir diese Werte in (8) ein, so folgt mit Rücksicht auf 
(3) und (5) 

(9) -Pl»ll«l + -P2«12«2 + J^8«18<^8 = q = 

und hieraus folgt durch zyklische Vertauschung der Indizes 

(10) -Pia21«l + -P2«22«2 + ^3Ö^28«3 = Cg = 

(11) Pi«81«l + ■P2»32«2 + -P8«88«3 = ^8 = ^ • 

Multiplizieren wir die Gleichungen (9), (10) und (11) be- 
ziehungsweise mit ciix^^x^zx ^^^ addieren, so folgt mit Rück- 
sieht auf die Gleichung (2) des vorigen Paragraphen 

(12) Fx^x-ca,, A = l,2,3. 
Wenn wir diese Gleichungen quadrieren und dann addieren,, 
so ergibt sich 

(13) P,V + -P2V + P8V = ^- 

Setzen wir in den Gleichungen (6) des vorigen Paragraphea 
den Index A = 3 und eliminieren wir mittelst (12) die Größen 

0^31 «32 0^88? SO folgt 

Pl<=(P2— -P3)«^2C^3 

(14) P2<=(^8--Pl)«3^1 
^8<=(^1--P2)«^«2- 

In diesen Gleichungen kommen nur mehr die drei Drehungs- 
komponenten aj^ vor. 

§ 86. Darstellnng der Drehnngskomponenten a^ . 

Aus den Gleichungen (7) und (13) des vorigen Paragraphen 

folgt: 

(1) F,{c' - hF,)a,' + F,[c^ - hP,)a,' + F.ic' - hF,) a,' ^ 

Diese Gleichung läßt ersehen, daß die Momentenachse der 
Drehung in dem Körper einen Kegel zweiter Ordnung be- 
schreibt, dessen Achsen in die Trägheitsachsen des Körpers- 
fallen. 
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Die drei Differenzen 
<2) c^-hP^ c^-hP^ c^-hP^ 

können nicht alle dasselbe Vorzeichen besitzen. Wir wollen 
die Bezeichnung so wählen, daß P^ das mittlere Trägheits- 
moment ist und daß die beiden ersten Differenzen gleiche 
Vorzeichen haben. Je nachdem sie positiv oder negativ sind, 
haben wir die beiden Fälle zu imterscheiden: 

I P,<P,<P, 

und 
II P,>P,>P,. 

JZufolge dieser Bestimmung liegt die g-Achse im Innern des 
Xegels (1). 

Im FaU I entspricht ihr das größte, im FaU 11 das kleinste 
Trägheitsmoment. Der i^- Achse entspricht auf jeden Fall das 
mittlere Trägheitsmoment. 

Wir beschränken ims im folgenden auf den allgemeinen 
Fall: wir nehmen an, daß die Trägheitsmomente verschieden 
sind, daß keine der Differenzen (2) verschwindet und daß keine 
der Drehungskomponenten beständig gleich Null ist. Diese 
ausgeschlossenen Fälle bieten analytisch kein Interesse. 

Die Differentialgleichungen (14) des vorigen Paragraphen, 

denen die Drehungskompönenten genügen, zeigen die größte 

Analogie mit den Differentialgleichungen 

^snt? j dcnv ■, ddav ,« 

— , — = cnt;dnt; -3 — = — snt?dnt; -^ — = -— Aj^snvcnt; 
dv dv dv 

denen die Jac ob i sehen Funktionen genügen (§ 66, Nr. 23 
und 24). 

Um die beiden Systeme in Übereinstimmung zu bringen, 
setzen wir 
(3) v^n(t-t,) 

{4) Ui = QiORV Og = 9j sn ü Oj = Pj dn V . 

Substituieren wir diese Werte in die Gleichungen (14) des 
Torigen Paragraphen, so folgt 

(5) (-^i"Pi = (-^8 ~ -P»)P«P8 -PsW^g = (Pj - Pi)pi98 
I P8*V, = (P»--Pi)9iP». 
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(6) P,P,P,k'n' = (P, - P,) (Ps - Pi) (P, - PJ PiPiPs • 

Substituieren wir die Werte (4) in die Gleichungen (7) und 
(13) des vorigen Paragraphen, so folgt 

(7) Pipi^cn^t; + P^g^^snh + P^Qs^dn^v = h 

(8) PiVi^ cn^t; + Pg^p^s gj^s^ _^ p^2p^2 dn^t; =. c\ 

Um die Vorzeichen der Größen fiQ^Q^g^ zu bestimmen, setzen 
wir fest: die Größe n sei positiv; die Richtungen der wachsenden 
I und g wählen wir so, daß zur Zeit t = tQ die Drehungs- 
komponenten «i und «3 positive Werte besitzen. Zufolge 
dieser Annahmen sind die Grrößen q^ und q^ positiv (4); die 
Größe pa ist — wie aus (6) hervorgeht — positiv im Fall I^ 
negativ im Fall II. 

Drückt man in den Gleichungen (7) und (8) cn^t; und 
dn* V durch sn^ v aus, so erhält man die Gleichungen 

|PiPi*+P,(.s' = A P,V + -P»V = <'* 

\P,Q,» + k'P.Q^ = P,9,» P,Vl* + k'P.W = P.W- 

Aus diesen Gleichungen folgt 



(10) Px °y p,(P.-pj p»°± K fi(fi-fi) p»=y p,(p.- p.) 

(11) K-y ^p^ _ p^j ^^, j^p^^ K-y ^p^ _ p^^ ^^, _ ^p^^ . 
Aus (5) folgt sodann 

(12) n=^V^^^^- 

Die Quadratwurzeln sind sämtlich positiv zu nehmen. In dem 
Ausdruck für p^ entspricht das obere Zeichen dem Fall I, das 
untere dem Fall 11. 

Die Gleichungen (4) zeigen, daß die Momentanachse der 
Drehung eine periodische Bewegung ausführt, denn die Funk- 
tionen snv cnt? dn*?; besitzen die gemeinsame Periode 4:K, 

Nach Ablauf der Zeit T = — kehrt demnach die Momentan- 

n 

achse in ihre ursprüngliche Stellung im Körper zurück und 

die Komponenten der Drehung nehmen wieder dieselben 

Werte an. 

Dnrdge-Maurer, elliptische Funktionen. 5. Aufl? 19 
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§ 87. Darstellung der BnbstitntionskoefBzieiiteiia;^^. 

Von den neun Substitntionskoeffizienten a^^ sind drei durch 
die Gleichungen (12) des § 85 bestdmmt 

(1) «3i=y«i «M=:^«8 flM=y«8- 

Die übrigen sechs Koeffizienten lassen sich ratdonal durch diese 
und eine komplexe Größe 

(2) Z=ai5 + ia»3 
ausdrücken. Es ist nämlich 



«11 + *<Sl _ «11 «IS + <Sl «88 + *'(«« «18 — «11 qg ») 

(§ 84, Nr. 2 und 4) 



«18 + *««8 «1*8 + «A 

_ —«81 «88+ »«8* 



folglich 

(3) X = «,. + ia^ = - "»"'l"/"" -^- 
Analog ergibt sich 

(4) r = «„ + ia,, = - ^i:"t|"^ Z. 

Aus den Differentialgleichungen (6) des § 84 folgt 
Wir substituieren die Werte (1) bis (4) und erhalten: 

de = 1 _ a,% l~ P, '■^^810^83 - ^«32) 0^82 + ^ K2Ö83 + *«3l) «81J 

Aus den Gleichungen (7) des § 85 folgt mit Rücksicht auf (1) 

«8*1 , ^ A _ ?^ — ^^Zl£* 4. IZT "»'» 
Pi "^P, ^c« P3 ~ c'P, "^ P, * 

Wir substituieren diesen Wert in die vorhergehende Gleichung 
und führen an Stelle der unabhängigen Variabein t die Vari- 
able V =^ n(t — <o) ein. Es folgt 



,.. dlogZ c(P, -Pi) a^j^.a^^ Ä^-_c« 1 . ( 



A 



§ 87. DarstelluDg der Substitutionskoeffizienten a-^ . 291 

Die rechte Seite dieser Gleichung müssen wir nun durch ellip- 
tische Funktionen ausdrücken. 

Ans der Gleichung (4) des vorigen Paragraphen folgt mit 
Bücksicht auf (1) 

(6) i-ai, = l-^9»'^'v- 



c 



Wir bestimmen nun eine Größe Vq durch die Gleichung 

(7) d-o = ^=cl/^fE5J 

(Gleichung (10) des vorigen Paragraphen). 

Aus dieser Gleichung folgt mit Rücksicht auf die Gleichung 
(11) des vorigen Paragraphen 

und 

Die Größe sn Vq ist rein imaginär, die Größen dn Vq und 
cn Vq sind reell. Wir können demnach der Gleichung (7) 
durch einen rein imaginären Wert Vq = iw genügen (vgl. § 66, 
Nr. 19) und können w positiv und < K' annehmen. Unter 
dieser Annahme ist cn iw positiv und sn iw positiv imaginär. 
Wir setzen also 



(8) 



smw 






Die Quadratwurzeln sind positiv zu nehmen. 

Aus den Gleichungen (8) folgt mit Rücksicht auf die 
Gleichungen (10) \md (11) des vorigen Paragraphen 

(9) 5^ ,-fc|?4fL ii^^^kp^-, 5^ = ^. 

^ ^ c antto' c -^ antw' c dntw 

Das obere Zeichen auf der rechten Seite der zweiten Glei- 
chung entspricht wieder dem Fall I, das untere dem Fall 11. 

Aus den Gleichungen (1) und den Gleichungen (4) des 
vorigen Paragraphen folgt nun 
/-try^ .j üuiw Ca V -.cntwanv dnt? 

19* 
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Aus den Gleichungen (9) folgt mit Rücksicht auf die 
Gleichungen (10) und (11) des vorigen Paragraphen: 



dntw p, Pj ^ V 1 



P,P,{hP,^ey 



PAPs-P,)ic'-hP,)' 
Die Wurzel ist positiv zu nehmen; es ist also 



yrÄP,-c*)*-±(AP,-o 

zu setzen. 

Wir erhalten demnach mit Rücksicht auf die Gleichung 
(12) des vorigen Paragraphen 

_j- ., j sn iw cn iw ÄP, — c* 
amw nPj 

und hieraus folgt mit Rücksicht auf (10) 

/- - N • ÄP3 — c* 1 , , 3 sn itü cn tw dn t ic 

^ ^ wcPj 1 — ajj dn* t«; — dn* v 

Um den reellen Teil der rechten Seite von (6) durch 
elliptische Funktionen auszudrücken, bemerken wir, daß der 
absolute Betrag (2) 

|Z!-]/^!r+^l8=T/i -als 

ist. Folglich ist die reelle Größe 

c{P,-P,) a,,a,^as, _ 1 d]og{l-ay ^ 1 dlog (dnU w- dn^v) ..^. 
nP^P^ 1— 4s 2 dv ""2" ~ dv " ^^^^ 

oder 

/19^ g(-Pt-"-Pi) «8i<^8i«8 8 ^ A;»Bnt?cnpdnt? 

^ ^^ nPj Pj 1 — a|., dn**M7 — dn»t; * 

Substituieren wir die Ausdrücke (11) und (12) in (5), so folgt 



(13) 



d log Z , 2 sn t? cn v dn V ^f;; sn iw cn iw dn iw 
dv dn* iw — dn* v 

C /./ \ . . c 



' wPj ' V / • %Pj 
Die Funktion f{v) ist eine doppelt periodische Funktion 
der Variabein v mit den Perioden 2K und 2iK\ Für v=^^iw 
werden Zähler und Nenner von f(v) zur ersten Ordnung Null, 
der Quotient bleibt stetig. Dagegen wird die Funktion für 
V ^ ±iw zur ersten Ordnung unendlich. Für v = iK' wird 
jede der Funktionen sn t;, cn v, dn r zur ersten Ordnung un- 
endlich, die Punktion f(v) wird also ebenfalls zur ersten Ord- 
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nung unendlich. Die Punkte iK' und ± iw sind die einzigen 
Unstetigkeitspunkte der Punktion f(v) im fundamentalen Pe- 
riodenparallelogramm. Die doppelt periodische Punktion f(v) 
ist also von der zweiten Ordnung. Wegen 

Hm {v - iK') ^l!^l^^ = 1 (vgl. § 66, Nr. 15) 

ist das dem Punkt v = iK' entsprechende Residuum — 1, das 
dem Punkt v = ± w entsprechende Residuum ist daher + 1. 
Die doppelt periodische Punktion 

besitzt dieselben Unstetigkeitspunkte wie die Punktion f(v) und 
den Unstetigkeitspunkten iK' und ± iw entsprechen die Re- 
siduen — 1 und + 1. Polglich ist die Differenz 

(14) f(v) — fj:y—4.-:-~- + -^TT = Konst. 

Um die Konstante zu bestimmen, bemerken wir, daß 

m 

ist. Nun ist 



r/(\\ :+: Ä;* sn iw cn iw dn iiv ^ cn iw dn iw 

' ^ ^ — ^'* sn* itü sn iw 



d log sn t? cn v dn v S\v) 0\v) 

dv sn t? """ H{v) 0{v)^ 

also 

r\yj -1- s{iw) ^ &{iw) ' 

Setzen wir in (14) t; = 0, so folgt mit Rücksicht auf die 

vorstehende Gleichung 

j^ , , 0\iw) 
Konst. = + -^-;.-T • 

Wir erhalten also 

^^ '^^^ H{v + iw) 0{v)^©(iw)' 

Wir substituieren diesen Ausdruck in (13) und setzen zur 

Abkürzung 

. c . Q' (iw) 
nP^ -^ Q{%w) 

Der Quotient -^^ ist eine ungerade Punktion, die für reelle 

Werte des Arguments reelle Werte annimmt, folglich ent- 
sprechen rein imaginären Werten des Arguments rein ima- 
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ginare Fimktionswerte. Daraus folgt, daB die Konstante m 
reell ist. 

Die Integration der Gleichung (13) ergibt 

(16) Z^Konsi.^'-^^^. 

Es erübrigt^ die Integrationskonstante zu bestimmen. Wir 
erinnern daran, daß wir das Koordinatensystem xyz nur bis 
auf eine Drehung um die isr- Achse bestimmt haben. Wir 
wollen nun festsetzen, zur Zeit t^ stehe die y-Achse auf der 
g-Achse senkrecht und die a:-Achse bilde mit der g-Achse 
einen spitzen Winkel. Es ist also für < = ^0, t? = (§ 84, 
Nr. 1) 

«28 = und Z = a^g 
reell und positiv. 

Für t? = ist daher (10) 

Aus (16) folgt für t? = 
Der Vergleich gibt 



Z=:FKonst.^;). 



Konst. = + i ^.?V 

— e, (ttf) 

Wir erhalten demnach (16) 

(17) z-»,.+.-...=±.v--.a^i"i. 

§ 88. Znaammenstelliing der Formeln. Durch die 

Gleichungen (3), (4), (10) und (17) des vorigen Paragraphen 
ist die Aufgabe, die Substitutionskoeffizienten a^^^ als ein- 
wertige Fimktionen der Zeit darzustellen, gelöst. Wir wollen 
aber den Formeln (3) imd (4) noch eine elegantere Gestalt 
geben. Substituieren wir die Werte (10), so folgt: 

•^ \ X ,j BuiwciLvdiiv^cn iw dn iw sn v 

W Z"^*^' dnUto — dn^v ' 

/o\ Y , ^^cniwBUvdnv — sn ito dn itc cn v 

^ ^ Z dn**w? — dn*t; 

Die Funktion -^ besitzt, ebenso wie die Fimktion sn r, 
die Perioden 4Ä' und 2iK' (§ 66, Nr. 10) und sie ändert eben- 
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falls nur ihr Vorzeichen, wenn die Variable v um 2K wächst 
(§ 66, Nr. 7 bis 9). Polglich besitzt die Funktion 

fiy) = — sn (v =F iw) 

die Perioden 2K und 2iK\ Die Funktion f{v) bleibt in den 
Punkten v — iw und v =^ — iw, den Nullpunkten der Funk- 
tion dn* iw — dn^ v, stetig und sie bleibt auch im Punkt 
v^iK'y dem Unstetigkeitspunkt der Funktionen snt;, cnv, 
dn V stetig. Sie könnte im fundamentalen Periodenparallelogramm 
daher höchstens im Punkt v =^ ±iw + iK' unstetig werden; 
da es aber keine doppelt periodische Fimktion erster Ordnung 
gibt, so muß sie auch in diesem Punkt stetig bleiben und 
demnach einen konstanten Wert besitzen. Setzen wir r = 0, 
so folgt (1) 

f{y) = /(O) = z ^U-^nHw ' + «^*^ == ± T- 

Polglich ist 

/QX 5 = 4. 1_ ^ ^ i ^iW ^(^T^'t^) 

^^ Z ^k sn {V + iw) ^ H^ (0) 'H{v q= iw) ' 

Y , 

Die Punktion -^ (2) besitzt ebenso wie die Funktion cnv 

die beiden Perioden 4^" und 4^"' und sie ändert ebenfalls 
nur ihr Vorzeichen, wenn die Variable v um 2K oder 2iK' 
wächst (§ 66, Nr. 7 bis 9), folglich besitzt die Punktion 

'^^^ Z dn (t? + iw) 

die beiden Perioden 2K und 2iK\ Man beweist leicht, daß 
diese Funktion im fundamentalen Periodenparallelogramm nicht 
mehr als einen unstetigkeitspunkt besitzen kann, und schließt 
daraus, daß sie konstant ist. Für v = ergibt sich 

n/ \ rr(\\ — ^8^ *^ ^^ **^ + sn $ w -^ 1 

'^z /\/ — jfc« gn* iw Aniw k 

Hieraus folgt 

(±\ Z = qi JL dn^(M=*^ _ IT ®W ^i(^ + *^^) 

^^ Z ^ k sn (t? ip iiv) "^ Äi (0) ir(v qp * w') ' 

Aus den Gleichungen (3) und (4) folgt mit Rücksicht auf 
die Schlußgleichung des vorigen Paragraphen: 
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(6) x = „.+ .-^ — .-.^?|^>, 

(6) r_^ + ,»„=_.v».lffi||^. 

Wir stellen die Formeln, zu denen wir gekommen sind, über- 
sichüich zusammen. 

Die Bezeichnung ist so gewählt, daß P^ das mittlere 
Trägheitsmoment ist, und daß die beiden Größen c^—hJP^ und 
c*— ÄPg dasselbe Vorzeichen besitzen. Im Fall 

I. P,<P,<P, 

sind sie positiv, im FaU 

II. p,>p,>p, 

sind sie negativ. Im ersten Fall gelten die oberen, im zweiten 
die unteren Vorzeichen: 



, -./ (P.-P.XftP.-c« ) -. /(P,-P,)(c«-ftP,) 

"-y {p,-p,){c*-hp,j " - K p,p,p, 

c _- &\iw) ., , V 

Y-a ^ia. - i^m. ^W^ii^Tiw) 

^ - »13 -i- ^«23 - ± te* g^^^^.^^ ^^^^ 

., sn itü cn t; . II(iw) H^{v) 

^31 ~ "" ^'^ dniiü "" "" ^ (9,(*i(;) Ö(t;) 

, cn «M7 sn t? _i_ -Si (***'') -^ W 

_ dnt? S{iw)Gi{v) 

Die Drehungskomponenten haben die Werte 

c € c 

^1 — ^ ötji ^2 "^ p~ ^82 ^3 ~" p~ ^88 • 

Während die Bewegung der Momentanachse der Drehung 
periodisch ist, ist die Bewegung des ganzen Körpers nicht 
periodisch. Man kann sie aber aus zwei periodischen Be- 
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wegungen, deren Perioden verschieden sind, zusammensetzen. 
Man übersieht dies am besten, wenn man neben dem im Raum 
festen Koordinatensystem xyz und dem mit dem Körper ver- 
bundenen Koordinatensystem SiyJ noch ein drittes Koordinaten- 
system x^y^e^ einführt, das sowohl im Raum als auch im 
Körper beweglich ist. Wir definieren dasselbe durch die 
Gleichungen 

(7) x + iy^ e^'^'ix^ + iy^) z ^ e^ 
und setzen 

(8) a,, + ia,,^e-^W, + il,,) a,, = \, (2 = 1,2,3). 
Die neun Substitutionskoeffizienten hj^^ sind periodische Funk- 
tionen der Variabein v mit der gemeinschaftlichen Periode 4£ 

Aus den Gleichungen (1) des § 84 folgt mit Rücksicht 
auf (7) und (8) 

(^1 + iyi = (fcii + ihd l + (&12 + i^) n + (*i8 + ^K) £ 

Diese Gleichungen stellen eine periodische Bewegung mit der 
Periode jT = — dar; die Gleichungen (7) stellen eine gleich- 

förmige Drehung um die ^- Achse mit der Periode jT^ == — 
dar. Die Bewegung des Körpers läßt sich demnach aus einer 
periodischen Bewegung in Beziehung auf das als im Raum 
fest gedachte Koordinatensystem x^y^z^ und einer gleichförmigen 
Drehung dieses Koordinatensystems um die ;8r-Achse zusammen- 
setzen. Die Perioden der beiden Bewegungen sind im all- 
gemeinen inkommensurabel. 



(9)f 



Siebenter Abschnitt. 

Sätze ans der 6lrnppeiitheorie. 

In den zwei letzten Abschnitten werden wir nns mit der 
Theorie der Teilung und Transformation der elliptischen Funk- 
tionen und mit der Theorie der sogenannten ,^odulfunktionen^ 
beschäftigen. Man kann diese Theorien nicht übersichtlich 
darstellen, ohne wenigstens von den Grundbegriflfen der Gruppen- 
theorie Gebrauch zu machen. Wir wollen daher im folgenden 
diese Grundbegriffe kurz entwickeln. 

§ 89. Die Permutationen von n Elementen. 8nb- 
stitutionen. Aus n gegebenen Elementen 

können bekanntlich w! = l-2-3--w verschiedene Permu- 
tationen gebildet werden. Wir wollen diese Zahl mit N, die 
verschiedenen Permutationen mit 

bezeichnen. Die Operation, durch die eine Permutation in eine 
andere übergeführt wird, bezeichnet man als „Substitution". 
Einer jeden der N — \ Permutationen F^F^- * - ^n-i entspricht 
eine Substitution Sj^ (A = 1, 2, . . ., -ST— 1), die die gegebene 
Permutation P in die Permutation P;^ überführt. Es ist 
üblich, eine Substitution S^, die die Elemente x^x^- - - x^ bzw. 
durch die Elemente Xj^Xj^^ ' ' ' ^in ^^^®^2* durch die symbolische 
Gleichung 



zu charakterisieren. 
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Um auch der Anfangspermutation P eine Substitution 
zuzuordnen, fügen wir zu den ^ — 1 Substitutionen S^ noch 
eine weitere Sq hinzu und setzen fest, daß diese jedes Element 
an seinem Platz lassen soll. Diese Substitution nennt man 
die „identische" Substitution. 

Führen wir zuerst die Substitution S^ und dann die Sub- 
stitution S^ aus, so erhalten wir eine neue Substitution S^. 
Man deutet die Zusammensetzung der Substitution S^ aus den 
beiden Substitutionen S;^ und S^^ durch die symbolische Gleichung 

an und bezeichnet S^^S als „Substitutionenprodukt". 

Für Substitutionenprodukte gilt offensichtlich 
das assoziative Gesetz: 

Man kann daher die Klammem weglassen und das Produkt 
der drei Substitutionen durch S^S^^S^ bezeichnen. 

Dagegen gilt für Substitutionenprodukte im all- 
gemeinen nicht das kommutative Gesetz: Die Reihen- 
folge, in der die Substitutionen auszuführen sind, darf im all- 
gemeinen nicht geändert werden. 

Betrachten wir beispielsweise die beiden Substitutionen 

In diesem Fall ist 

' ' dagegen ist S,S^==( ' ' * . 

x^x^xj ^ ^ * ^ xx^oo^xj 

Wenn zwischen zwei Substitutionen S^, ä, die Beziehung 
Si/Sg = iSgiSi stattfindet, so heißen die Substitutionen vei> 
tauschbar. 

Zwei Substitutionen sind jedenfalls vertauschbar, wenn 
eine jede diejenigen Elemente auf ihrem Platz läßt, die von 
der anderen versetzt werden. 

Eine Substitution, die nur zwei Elemente vertauscht, alle 
übrigen aber auf ihrem Platz läßt, bezeichnet man als Trans- 
position. Jede Substitution läßt sich offenbar als Produkt 
von Transpositionen darstellen. 
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Wenn das Produkt zweier Substitutionen gleich der 
identischen Substitution ist, io nennt man sie zueinander invere. 
Die zur Substitution S inverse Substitution bezeichnet man 
mit jSi"^j dementsprechend bezeichnet man die identische Sub- 
stitution 

Äo-ÄiS-' mit 1, 

Aus dem Begriff des Substitutionen pro duktes ergibt sich ohne 
weiteres der Begriff der Potenz einer Substitution mit posi- 
tivem ganzzahb'geqj Exponenten; die wiederholte Anwendung 
der inversen Substitution führt zu Potenzen mit negativem 
ganzzahligem Exponenten. 

In der ßeihe der Potenzen einer Substitution S 

kommt notwendig die identische Subatitution vor. Da es 
nämlich nur N verschiedene Substitutionen gibt^ so können diese 
Potenzen nicht alle untereinander verschieden sein. Nehmen 
wir aOj es sei S^* die erste in der Reihe der Potenzen, die 
einer der vorhergehenden gleich ist und zwar sei 

S' = Sf^ (Kli). 

Ana dieser Grleiehuug folgt 

Den Exponenten der niedersten Potenz der Substitution S^ die 
mit der identischen Substitution zusammenfällt^ bezeichnet man 
als ,,Ordnung" der Substitution S, 

Der Exponent einer Potenz der Substitution S^ 
die mit der identischen znsammenfalltj ist notwendig 
ein Multiplum der Ordnung r von Ä Wäre nämlich 
S^/ ™ 1 und q = xr + g (0 < p < r), so wäre wegen S^ = 1 
auch S^ = 1 , also die Ordnung der Substitution S nicht = r 
sondern -= q entgegen unserer Voraussetzung. 

Zu einem tieferen Einblick in die charakteristischen Eigen* 
Schäften einer Substitution führt die folgende Betrachtung, 

Nehmen wir an^ die Substitution S ersetze das Element 
x^ durch Xgj ^2 *^^rch x^^ x^ durch a?^ — - a?|_i durch Xj^ und 
ajjt durch x^. Sofern entweder k = n ist^ oder wenn k < n ist, 
die Elemente :Cj^^i ^^^| * ■ - x^^ auf ihrem Platz bleiben^ so nennt 
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man S eine zyklische Substitution und bezeichnet sie durch 
das Symbol 

O = (^1^2 ^8 * ' * *^*) • 

Die zweite Potenz S^ ersetzt x^ durch x^, x^ durch ^4, • • •, ^;b_i 
durch x^. Die dritte Potenz S^ ersetzt x^ durch x^, x^ durch 
^5? • • •? ^A-a durch x^. Die Ä-te Potenz S* läßt jedes Element 
an seinem Platz, ist also die identische Substitution. 

Die Ordnung einer zyklischen Substitution ist also gleich 
der Anzahl der Elemente, die der Zyklus umfaßt. 

Nehmen wir nun an, es sei h <,n, und die Substitution 
S ersetze Xj^_^^ durch x^^,^^, x^^^^ durch rc^^^g • • • Xj^^j^_^ durch 
^*+A? %+Ä d^rch Xj^^^. Es werde femer ^^+^+1 durch 

ersetzt usw. Es ist einleuchtend, daß sich in diesem Fall die 
Substitution S als Produkt der zyklischen Substitutionen 

Gl = {X^X^ ' " ^k) ^9 "^ (^* + l^* + 2 • • • ^k + h) 

^B "^ V^k + h + l ^* + Ä + 2 • • • ^* + Ä + t) • • • 

darstellen läßt. Eine jede dieser zyklischen Substitutionen 
läßt die Elemente auf ihrem Platz, die von einer der übrigen 
versetzt werden, daher sind diese Substitutionen untereinander 
vertauschbar. Daraus folgt, daß sich die A-te Potenz der Sub- 
stitution S in der Form 

darstellen läßt. 

Damit eine Potenz der Substitution S keines der Elemente 
X1X2 ' ' ' X]^ versetzt, ist erforderlich und hinreichend, daß ihr 
Exponent durch k teilbar ist. Sollen auch die Elemente 
^k+i^k+2' ' ' ^h ^^f ihrem Platz bleiben, so muß der Exponent 
auch durch h teilbar sein usw. Daraus folgt: 

Die Ordnung der Substitution S ist das kleinste 
gemeinschaftliche Multiplum der Ordnungen der zyk- 
lischen Substitutionen CjCgCg--. 

Wenn zwischen den Substitutionen S^, ä, imd T die Be- 
ziehung 
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besteht, so sagt man: Die Substitution S^ wird durch T in S^ 
transformiert. Aus der Torstahenden Gleichung folgt 

Ea wird also S^ durch 3'~^ in S^ transformiert. 

Die Substitutionen Äj und Sg bezeichnet niati als ähnlich. 
Ans der Gleichung 

folgt 

und analog ergibt Bich aHgemein 

Aus dieser Gleichung schließt maUj daß ähnliche SubBtitutionen 
dieselbe Ordnung besitzen. 

Man kaim femer leicht zeigen, daß ähnliche Substitutionen 
aus gleichviel Zyklen bestehen und daß entsprechende Zyklen 
gleichviel Elemente umfassen. Wir wollen hierauf nicht weiter 
eingehen. 

§ 90. Gruppen von SubBtitutioueii. Es sei ein 

System G von r Substitutionen 

vorgelegt; das System habe die Eigenschaft, daß das Produkt 
aus zwei beliebigen Substitutionen des Systems ebenfalls dem 
System angehört. Unter dieser Voraussetzung bezeichnet man 
das System als „Gruppe"; die Anzahl r der verschiedenen Sub- 
stitutionen wird als „Grad" der Gruppe bezeichnet* 

Aus dem Begriff der Gruppe folgt, daß die sämtlichen 
Potenzen einer Substitution jS^ der Gruppe G ebenfalls der 
Gruppe angehören. Unter diesen Potenzen kommt auch die 
identische Substitution und die zu S^ inverae Substitution vor. 
Jede Gruppe enthält also die identische Substitution und die 
zu einer Substitution der Gruppe inverse Substitution, 

Im folgenden wählen wir die Indexbezeichnung stets so, 
daß der identischen Substitution der Index entspricht 

Das einfachste Beispiel einer Gruppe bilden die r yer- 
schiedenen Potenzen einer Substitution r-ter Ordnung. Die 
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Gesamtheit aller N Substitutionen, die sich auf n Elemente 
beziehen, bildet ebenfalls eine Gruppe. Ein weiteres Beispiel 
bieten die Vertauschungen von vier Elementen, die ihr Doppel- 
verhältnis ungeändert lassen. Diese Gruppe umfaßt die vier 
Substitutionen 
So=l, Si^{x^X2)(x^x^), S^^{x^x^){x^x^y S^=-{^iii04){x^x^). 

Die drei Substitutionen S^, ä^, S^ sind von der zweiten Ord- 
nung; sie sind vertauschbar und es bestehen zwischen ihnen 
die Relationen 

Wenn es unter den Substitutionen der Gruppe G wenig- 
stens eine gibt, die ein gegebenes Element — etwa x^ — durch 
ein beliebig zu wählendes Element ersetzt, so heißt die* Gruppe 
transitiv; ist dies nicht der Fall, so heißt sie intransitiv. 

Wenn die Substitution Sj^ x^ durch X;^ und die Substitu- 
tion S^^ x^ durch x^^ ersetzt, so läßt die Substitution Sf^S^ 
x^^ an Stelle von x^ treten. In einer transitiven Gruppe gibt 
es daher mindestens eine Substitution, die ein beliebig zu 
wählendes Element durch ein anderes beliebig zu wählendes 
Element ersetzt. 

Wenn die Gruppe G aus den Potenzen einer Substitution S 
besteht, so kann sie nur dann transitiv sein, wenn S eine 
zyklische Substitution w-ter Ordnung ist. Denn die Potenzen 
einer Substitution können nur die Elemente untereinander 
vertauschen, die demselben Zyklus angehören. Wir bezeichnen 
in diesem Fall G als zyklische Gruppe. 

Wenn eine intransitive Gruppe vorgelegt ist, so können 
wir die Elemente x^X2 . . . x^ derart in Systeme verteilen, daß 
durch die Substitutionen der Gruppe die Elemente eines jeden 
Systems untereinander vertauscht werden, daß aber kein Element 
eines Systems durch ein Element eines anderen Systems ersetzt wird. 

Transformieren wir die sämtlichen Substitutionen S;^^ der 
Gruppe G durch eine beliebige Substitution U, so erhalten 
wir ein neues System von Substitutionen 

T,^U-'8,V. (A = 0,l,2,...,r-1) 

Diese Substitutionen büden ebenfalls eine Gruppe r-ten 
Grades G\ Zunächst ist nämlich klar, daß verschiedenen Sub- 
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stitutionen S^ uad S^ der Gruppe G verschiedene Substitutionen 
Tj^ und T der Gruppe G' entsprechen* Nehmen wir Bodann 
an, zwischen den Substitutionen S^y S^^^ 6\, der Gruppe G be- 
stehe die Relation S^Sj^= S^, so folgt sofort 

Wir sagen in diesem Fall: die Gruppe Cr wird dtirch die 
Substitution U in die Gruppe G' transformiert und drücken 
diese Beziehung durch die symbolische Gleichung 



fr= U''GU 



ans. 



Jeder Relation zwischen Substitutionen der Gruppe G 
entspricht eine analoge Relation zwischen den entsprechenden 
Substitutionen der Gruppe G\ Man bezeichnet deshalb die 
beiden Gruppen als isomorph. Vom Standpunkt der Gruppen- 
theorie betrachtet sind isomorphe Gruppen als nicht wesentlich 
rerschi ed en an 7, qs eh eu . 

§ 91, Umtergruppeiii Angenommen^ eine Anzahl der 
Substitutionen der Gruppe G — etwa die Substitutionen 

(1) s„=i s, s,...s^_, 

bilden für sich eine Gruppe t vom Grade q. Diese Gruppe f 
hezeichnet man als „Untergruppe*^ der Gruppe G. 

Es sei Tj eine Substitution der Gruppe 6f, die nicht der 
Untergruppe f angehöi-t. Die q Substitutionen 

<2) T„ S,T„ S,T, . . . S^^.T, 

sind alle untereinander verschieden. Wäre nämlich Sj^T^^S^^T^j 
ao miLBte notwendig auch S^ = S^ sein. Die Substitutionen (2) 
sind aber auch von den Substitutionen (1) verschieden. Zmn 
Beweis nehmen wir eioen Augenblick an^ es sei S^T^^S^^, 
Hieraus folgt T^^ S^^S^, Die Substitution T^ gehört dem- 
nach ebenfalls der Gruppe T an^ entgegen unserer Voraus- 
setzung. 

Sofern die Gruppe G aufier den Substitutionen (1) und 
{2) noch weitere enthält, wählen wir aus diesen eine beliebige 
— T^ — aus und büden die Produkte 

(3) T, S,T, S,T,...S^_,T,. 
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Man beweist wie oben, daß diese Substitutionen unter 
sich und von den Substitutionen (1) verschieden sind. Um 
zu beweisen, daß sie auch von den Substitutionen (2) ver- 
schieden sind, nehmen wir an, es sei 

Hieraus folgt 

Da die Substitution Sj;r^S;^ der Untergruppe f angehört 
so gehört die Substitution 5^7^ 5;^ 1\ zu den Substitutionen (2) 
entgegen unserer Voraussetzung. 

Diese Schlußweise fortsetzend überzeugt man sich, daß 
der Grad q der Untergruppe f ein Divisor des Grades r der 
Oruppe G ist. Es sei etwa r = qQ, 

Wir ordnen nun die Substitutionen der Gruppe G in eine 
Tabelle von q Zeilen und q Spalten. 



1 


S^ 


s> 


• • • ^^-l; 


^1 


S,T, 


S,T, 


...Ä^>,T„ 


T, 


S^T, 


S,T, 


' • -Ä^-l^S» 



(4) 

Diese Tabelle enthält alle Substitutionen der Gruppe G und 
eine jede nur einmal. 

Eine beliebige Gruppe kann als Untergruppe der Gruppe 
betrachtet werden, die alle N Substitutionen umfaßt. Daher 
ist der Grad einer beliebigen Gruppe ein Divisor der Zahl 

Der Grad einer Gruppe, die nicht alle Substitutionen 
umfaßt, ist daher höchstens ^ N. Eine Gruppe von diesem 
Grad gibt es in der Tat: sie besteht aus den Substitutionen, 
die sich als Produkt einer geraden Anzahl von Transpositionen 
darstellen lassen. Man bezeichnet sie als „alternierende" Gruppe. 
Wir werden im nächsten Paragraphen auf diese Gruppe zurück- 
kommen. 

Die Grade der Gruppen, die n Elemente umsetzen, die 
Ordnungen der Substitutionen, aus denen sie bestehen, und die 
Ordnungen der Zyklen, aus denen sich die einzelnen Substitu- 

Dnröge-Manrer, elliptische Funktionen. 5. Anfl. 20 
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tionen zusammensetzeD^ unterliegen erheblichen Beschränkungen. 
Auf die interessanten, für die Theorie der algebraischen Glei- 
chungen wichtigen Sätze, die hierüber bestehen, können wir 
nicht weiter eingehen. 

Die Gesamtheit der Substitutionen, die zwei Gruppen Cr 
und H gemein haben, bilden, wie sich unmittelbar aus dem 
Gruppenbegriff ergibt, eine Gruppe f und diese Gruppe ist 
sowohl Untergruppe von G als auch von B, Analoges gilt 
für die Substitutionen, die mehreren Gruppen gemein sind. 

Die Untergruppe f wird durch alle Substitutionen der 
Gruppe 6r, die in derselben Zeile der Tabelle (4) stehen, in 
dieselbe Gruppe transformiert (vgl. den vorigen Paragraphen). 
Es ist nämlich 

Die Untergruppe f wird durch die ihr angehörende Substitution 
S;^ in sich selbst transformiert, folglich ist, wie zu zeigen war 

Indem wir die Untergruppe f durch alle Substitutionen der 
Gruppe G transformieren, erhalten wir also höchstens q ver- 
schiedene Gruppen 

r r, r, . . • r,^_, 

die sämtlich Untergruppen der Gruppe G sind. Man be- 
zeichnet sie als „gleichberechtigte" Untergruppen. Sind sie 
alle unter einander identisch, so nennt man die Gruppe T 
„ausgezeichnete" Untergruppe. Eine ausgezeichnete Unter- 
gruppe der Gruppe G wird also durch alle Substitutionen der 
Gruppe G in sich selbst transformiert. Eine Gruppe heißt 
„zusammengesetzt" oder „einfach", je nachdem sie eine aus- 
gezeichnete Untergruppe besitzt oder nicht. 

Beispielsweise ist die Gruppe, die aus den Potenzen einer 
Substitution S besteht, einfach oder zusammengesetzt, je 
nachdem die Ordnung r der Substitution S eine Primzahl oder 
eine zusammengesetzte Zahl ist. 

In letzterem Falle bilden die Potenzen 

deren Exponenten durch einen Divisor d von r teilbar sind^ 
eine ausgezeichnete Untergruppe. 
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Eine ausgezeichnete Untergruppe f der Gruppe G ist 
auch ausgezeichnete Untergruppe jeder Untergruppe H von Gy 
die alle Substitutionen von f umfaßt. 

§ 92. Die Oruppe, die zu einer rationalen Funktion 
gehört. Wir betrachten nun die n Elemente oc^^^^' ' ' ^n ^^^ 
unabhängige Variable. Es sei (p eine bestimmte rationale 
Funktion dieser Variabein. 

Die Gesamtheit der Substitutionen, die die Funktion q) un- 
geändert lassen, bildet oflFenbar eine Gruppe G. Wir be- 
zeichnen sie als die zur Funktion <p gehörige Gruppe. 

Es ist wesentlich zu bemerken, daß bei dieser Definition 
die Elemente als unabhängig variabel vorausgesetzt werden; 
eine Substitution der Gruppe G darf also den Wert der Funk- 
tion (p nicht ändern, welche Werte auch immer den n Größen 
00^01^2' '' ^n beigelegt werden mögen. 

Eine symmetrische Funktion der Größen x^^x^ - - - x^ bleibt 
bei allen möglichen Vertauschungen dieser Größen ungeändert; 
die zugehörige Gruppe umfaßt also alle N Substitutionen. 

Die Funktion 

ändert ihr Vorzeichen, wenn zwei der Größen x^x^ * - - x^ ver- 
tauscht werden. Sie bleibt daher bei Anwendung einer Sub- 
stitution ungeändert oder ändert ihr Vorzeichen, je nachdem 
die Substitution aus einer geraden oder aus einer ungeraden 
Anzahl von Transpositionen zusammengesetzt werden kann. 
Die zur Funktion A gehörige Gruppe ist somit die alter- 
nierende (s. den vorigen Paragraphen). 

Die Funktion 9 = a^i^Pg + x^x^^ bleibt bei Anwendung der 
folgenden acht Substitutionen ungeändert 

Äo = 1 S, = (x^x^) {x^x^ 

Srj = (x^x^x^x^) Ss = {x^x^x^x^). 
Man verifiziert leicht, daß jede andere Substitution dei;! Wert 
von (p ändert. 

20* 
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Es sei r der Grad der Gruppe Gy die zu einer gegebenen 
Funktion (p gehört; mit 

Äo = 1 Sj Ä2 • • • S^_i 
bezeichnen wir die verschiedenen Substitutionen der Gruppe; 
endlich sei — = g. Wie im vorigen Paragraphen gezeigt worden 
ist, können wir q Substitutionen 

To = 1 Tj T, • . • T,_j 

derart auswählen, daß sich eine jede Substitution in der Form 

S,T^ (X = 0, 1, 2, ... r -1; ^ = 0, 1, 2, ... 3 - 1) 

darstellen läßt (vgl. die Tabelle (4) des vorigen Paragraphen). 
Da die Substitutionen Sx die Funktion (p ungeändert 
lassen, so führen die sämtlichen Substitutionen 

(p in denselben Wert (p^ über, die Gesamtzahl* der Werte, die 
die Funktion bei Anwendung aller Substitutionen annimmt, ist 
demnach q. Man bezeichnet deshalb (p als „g- wertige" Funktion. 
Beispielsweise ist die oben angeführte Funktion 

(p = x^x^ + x^x^ 
dreiwertig; es ist 

^1 = x^x^ + x^x^ und 9)2 = x^x^ + ^2^3- 

Die transformierte Gruppe G^ = T^-^GT^ läßt die Funk- 
tion (p^ ungeändert. Denn T^""^ führt (p^ m (p über, G läßt 
(p ungeändert und T^ ersetzt (p wieder durch 9 . Zu den 
q Funktionen 

(p (pi (P2" ' (Pq_i 

gehören demnach die gleichberechtigten Untergruppen 

G G^ G2 ' ' ' G,^__^. 

Sofern diese Untergruppen außer der identischen Substitution 
noch weitere Substitutionen gemein haben, so bilden diese 
eine Gruppe f. 

Bezeichnen wir mit S^ eine Substitution der Gruppe f, 
mit T eine beliebige Substitution. Auch die transformierte 
Substitution S^^ T'-'^S^T gehört der Gruppe V an. Denn 
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die Substitution T"^ bewirkt eine gewisse Permutation der 
Funktionen 9>9>i9>2 • • • 9>j«i, die Substitution ä^ läßt jede dieser 
Funktionen ungeändert und die Substitution T macht die 
durch T"^ bewirkte Permutation wieder rückgängig, folglich 
läßt auch die Substitution Sg j®^^ ^^^ Funktionen 9>9>i9>2 * * * 
ungeändert und sie gehört deshalb zur Gruppe f. Die Gruppe 
r ist also eine ausgezeichnete Untergruppe der alle N Sub- 
stitutionen umfassenden Gesamtgruppe. Daraus folgt, daß die 
Gruppe r auch ausgezeichnete Untergruppe einer jeden der 
q Gruppen 6rG^i • • • G^_i ist (vgl. die Bemerkung am Schluß 
des vorigen Paragraphen). 

§ 93. Die Fniiktionen, die zu einer gegebenen 
Gruppe gehören. Im vorausgehenden ist bewiesen worden, 
daß zu einer jeden rationalen Funktion <p der Größen x^x^'-x^ 
eine bestimmte Gruppe G gehört, deren Substitutionen die 
Funktion (p ungeändert lassen. Umgekehrt gehört zu jeder 
gegebenen Gruppe G eine Klasse von rationalen Funk- 
tionen der Variabein X1X2 - - * x^. 

Um dies zu beweisen, setzen wir, unter u^u^ -- - u^ ver- 
fügbare Parameter verstehend, 

y = u^x^ + u^x^ h u^x^ . 

Indem wir auf die lineare Funktion y alle von der identischen 
verschiedenen ^—1 Substitutionen anwenden, erhalten wir 
^ — 1 weitere lineare Funktionen 

Wenn sowohl die n Größen x^x^^-^x^ als auch die Größen 
u^ii^ ' ' ' u^ als unabhängig variabel betrachtet werden, so ver- 
schwindet keine der ^N{N —V) Differenzen yy — y^^^ (^ < f^) 
identisch. Es ist aber wesentlich zu bemerken: auch wenn 
die Werte der n Größen ^1^2 * * ^» festgelegt sind, können die 
Werte der w Größen u^u^* - - u^ so gewählt werden, daß keine 
der genannten Differenzen verschwindet, vorausgesetzt daß keine 
zwei der n Größen x^x^- - - x^ einander gleich sind. 

Wir bezeichnen mit 2/2/i2/2 " * ' J/r-i ^^® linearen Funktionen, 
in die y bei Anwendung der r Substitutionen der Gruppe G 
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übergeht, mit rj einen verfügbaren Parameter und setzen 

Die Funktion q) wird durch die Substitutionen der Gruppe G 
nicht geändert, denn diese Substitutionen vertauschen nur die 
r Faktoren des Produkts. Dagegen ändert sich der Wert 
von 9, wenn eine nicht zur Gruppe G gehörige Substitution 
zur Anwendung kommt. Dies gilt auch noch in dem Fall, 
daß den n Größen ^1^2 * * * ^« bestimmte, untereinander ver- 
schiedene, numerische Werte beigelegt werden, vorausgesetzt, daß 
die Größen w^Wg • • • w^ und rj geeignet gewählt werden. 

Damit ist bewiesen, daß es zur Gruppe G gehörige Funk- 
tionen gibt. Zwischen den Funktionen, die zur selben Gruppe 
gehören, besteht eine bemerkenswerte Beziehung. 

Wir setzen 

(1) f{x) =-{x- X^ {X-X^)'-'(X- X^) 

== a?« + c^x""-^ + c^x""-^ V c^ 

und bezeichnen mit (p, xf; zwei zur Gruppe r-ten Grades G ge- 
hörende rationale Funktionen von x-^x^ * - - x^. Für diese 
Funktionen gilt der Satz: 

Die Größe tfj läßt sich als ganze rationale Funk- 
tion der Größe q) darstellen; die Koeffizienten dieser 
ganzen Funktion sind rationale Funktionen der Größen 

Zum Beweis bezeichnen wir mit 

(2) 9> 9^1 9^2 • • • %-i 

die g = — Werte, die die Funktion q) bei Anwendung aller 
N Substitionen annimmt, mit 

(3) ^ fi t2"' %-i 

die entsprechenden Werte der Funktion ^. Die Bezeichnung 
wählen wir so, daß eine Substitution, die (p in (p^ überführt, 
auch ilf durch f^ ersetzt. 

Unter dieser Voraussetzung werden die Werte (2) und (3) 
durch jede Substitution in derselben Weise permutiert. Wir 
setzen nun 
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(4) 0(z) = (^ - 9)) (^ - g?,) (^ _ y^) . . . (^ _ fp^_^) 
und 

(5) i^W^S-^'-^^r 

F(isi) ist eine ganze Funktion q — 1-ten Grades der Variabein z ; 
wir setzen 

(6) F(0) = bo^-' + l,z^-'--- + i,_,. 

Bei Anwendung einer beliebigen Substitution werden nur 
die Summanden auf der rechten Seite der Gleichung (5) unter- 
-einander vertauscht; die Summe bleibt ungeändert. Folglich 
sind die in (6) auftretenden Koeffizienten &o^i * * * ^*?-i symme- 
trische Funktionen der Größen oo^x^ - ' - x„, sie lassen sich daher 
rational durch die Größen ^1^2 • • • c^ ausdrücken. 

Setzen wir in (5) und (6) ^ = 9>, so ergibt sich 

(7) ^ = 6o^'^-' + &i<P^"'-- + Vi 
w. z. b. w. 

Wir wollen insbesondere hervorheben: Eine jede der oben 
«ingeföhrten Größen j/^(v = 0,l,2,---,-^— 1) läßt sich als 
rationale Funktion einer derselben derart darstellen^ daß die 
Koeffizienten in den Größen c^Cg • • • c„ rational sind. 

Die Größen (2) sind Wurzeln einer Gleichung g-ten 
Grades (4) 

<8) 0(0) = «09' + »i<P'"' • • • + a^ = . 

Die Koeffizienten dieser Gleichung sind symmetrische Funk- 
tionen der Größen (2), also auch symmetrische Funktionen der 
Größen x^X2 - - - x^, Sie lassen sich daher rational durch die 
Größen CiC^ • • • c„ ausdrücken. 

Dementsprechend genügen auch die q Größen (3) einer 
Gleichung g-ten Grades 
(9) ^{z) = 0, 

deren Koeffizienten in den Größen CjC^ • • • c^ rational sind. 

Wenn die eine der beiden Gleichungen (8) und (9) auf- 
gelöst ist, so erfordert die Auflösung der anderen nur mehr 
rationale Operationen. 

Bei dem eben geführten Beweis ist zwar die Voraus- 
setzung zur Geltung gekommen, daß die Größen (2) alle unter- 
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einander verscliieden sind; in bezug auf die Größen (3) haben 
wir aber nur von der Voraussetzung Gebrauch gemacht, daß 
^ bei der Anwendung der Substitutionen der Gruppe G un- 
geändert bleibt. Daß die Größen (3) alle untereinander ver- 
schieden sind, ist für unseren Beweis nicht erforderlich. 

Wir können unseren Satz leicht noch etwas erweitem» 
Es seien m rationale Funktionen der Größen oc^x^- ' * x^ 

(10) (p y(^) 9)(2)- • • g?("»-^) 

vorgelegt. Die Funktion q) sei g-wertig, q)^^^ sei g^-wertig • • 
^("»-1) sei g^_i- wertig. Die verschiedenen Werte der Funktion 
(p^^^ bezeichnen wir mit 

(11) 9« <Pi^^---9^;:U (ft = 0,l,2,...,m-l)v 
Diese Werte sind Wurzeln einer Gleichung g-ten Grades 

(12) 0, {,) = (0^ - ()P(^0) (,^^ ^ c^p^OO) . . . (,^ - <p . _ J = 

deren Koeffizienten in den Größen c^c^- - - c^ rational sind* 
Die Substitutionen, die alle m Funktionen (10) ungeändert 

lassen, bilden eine Gruppe 6r; ihr Grad sei r. 

Es sei ^ eine rationale Funktion der Größen x^x^- - - x^y 

die durch keine Substitution der Gruppe G geändert wird. 

Eine nicht zur Gruppe G gehörige Substitution, die die Werte- 

9) g?(i) g)(2)...y('"-i) 
bzw. in die Werte 

^* ^^1 ^^a ^''m-1 

überführt, führe die Funktion ib in i>^^ ^ • • • ^ über. 
Die Bezeichnung ^ooo-.o bedeutet dasselbe wie t^. 
Wir bilden nun die Funktion 
{ . 



(13) 



i^(^A>,/..-/^„-i) = 

9-1 9i-l ^m-\-^ 
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Die eben angewendete Schlußweise zeigt, daß F eine ganze 
rationale Funktion der Variabein zz^* ' - z^_-^ ist, deren Koeffi- 
zienten sich rational durch die Größen c^c^' - - c^^ ausdrücken 
lassen. Setzen wir 

so folgt aus (13) 

Unter der Voraussetzung, daß die Substitutionen^ 
die eine jede der Funktionen 

ungeändert lassen, auch den Wert der Funktion i^ 
nicht ändern, läßt sich demnach if) als rationale Funk- 
tion dieser Größen darstellen. 

Wenn es außer der identischen keine Substitution gibt, 
die alle m Funktionen (10) ungeändert läßt, so dürfen wir für 
^ jede beliebige rationale Funktion der Wurzeln x-^x^- • - x^ 
wählen; es läßt sich also insbesondere eine jede dieser Wurzeln 
rational durch die Größen (10) ausdrücken. Mit anderen 
Worten: Die Auflösung der Gleichung (1) läßt sich auf die 
Auflösung der m Hilfsgleichungen (12) zurückführen. 

In dem besonderen Fall, daß m=^ q und 

ist, erhalten wir nur eine Hilfsgleichung, deren Lösung mit 
der Lösung der gegebenen Gleichung äquivalent ist. 

Wir gehen nun dazu über, die im vorausgehenden ent» 
wickelten gruppentheoretischen Begriffe auf die Theorie der 
algebraischen Gleichungen anzuwenden. 

§ 94. Bationalitfttsbereich. IrreduzibUität. Wenn 
es sich um die Auflösung einer gegebenen algebraischen 
Gleichimg handelt, so muß vor allem festgestellt werden, welche 
Größen als „bekannt" oder als gegeben anzusehen sind. Li 
erster Linie ist selbstverständlich die Gesamtheit der rationalen 
Zahlen als bekannt vorauszusetzen; sofern wir aber gewisse 
Hilfsgleichungen als aufgelöst betrachten, sind auch die Wurzeln 
dieser Gleichungen und die rationalen Funktionen derselben 
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als bekannt anzusöhen. Eß ist ferner der Fall vorzusehen, daS 
die Koeffizienten der vorgelegten Gleichnng Funktionen von 
variabela Parametern sind. In diesem Fall werden wir alle 
rationalen Funktionen dieser Parameter, deren Koeffizienten 
bekannt sind, ebenfalls als bekannt ansehen. Wenn wir ge- 
wisse Hilfsgleichungen y deren Koeffizienten ebenfalls rationale 
Funktionen der Parameter sind, als anf gelöst betrachteUj so 
sind die Wurzeln derselben als bekannt anzusehen. 

Wir wollen nun^ der treffenden Terminologie Krone ckers 
folgend^ den Inbegriff der als bekannt voransgesetzteu Größen 
als jjRationalitätsbereicb^' bezeichnen. Insbesondere bezeicbneu 
wir den Inbegriff der rationalen Zahlen als „naturlichen Ratio- 
nal itUtsb ereich". Wenn im Yerlauf der Betrachtungen eine 
Hilfsgleichung aufgelöst wird, deren Koeffizienten dem ge- 
gebenen Ratio nalitätsber ei csh angehören, so wird der ursprüng- 
liche Rafcionalitatsbereich durch „Adjunktion" der Wurzeln der 
Hilfsgleichung erweitert. 

Aus dem Begriff des Rati ona litätsb er eiche a ergibt sich 
unmittelbar der Begriff der Irreduzibilität, 

Eine ganze rationale Funktion der Variabein x^ deren 
Koeffizienten einem gegebenen Rationalitütsbereich angehören, 
heißt reduzibelj weun sie sieh in zwei Faktoren ^(x) und 
if{x) spalten läßtj Am ebenfalls ganze Funktioneu YOn x sind 
und deren Koeffizienten ebenfalls dem gegebenen Rationalitats- 
bereich angehören. Ist eine derartige Zerlegung unmöglich, 
so heißt die ganze Funktion irreduzibel 

Eine ganze Funktion fix)^ die in dem urspränglichen 
Rationalitätsbereich in-eduzibel ist, wird reduzibel, wenn der 
Rationalitätsbereich passend erweitert wird; Sie läßt sich in, 
n lineare Faktoren ap alten, wenn wir ihn durch Adjunktion der 
n Wurzeln der Gleichung fix) = erweitern. Der Begriff der 
Reduzibilität und Irreduzibilität läßt sich ohne weiteres auf 
die algebraischen Gleichungen übertragen. 

Bekanntlich läßt sieh der größte gemeinschaftliche Teiler 
von Äwei ganzen rationalen Funktionen durch rationale Ope- 
rationen bestimmen. Folglich genügen die gemeinsamen 
Wurzeln zweier Gleichungeu^ 

f(x)^Q und F{x)^0 
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einer Gleichung g{x) = 0, deren Koeffizienten demselben 
Rationalitätflbereich angehören, wie die Koeffizienten von f{x) 
und F{x). 

Wenn die Gleichung f(x) = irreduzibel ist, ßo muß 
daher die ganze Funktion g{x) bis auf einen von x unab- 
hängigen Faktor mit f{x) identisch sein, d. h. die ganze 
Funktion F{x) ist durch f(x) teilbar. Mit anderen Worten: 
Hat eine Gleichung mit einer irreduzibeln Gleichung 
eine Wurzel gemein, so genügen ihr alle Wurzeln der 
letzteren. 

Eine irreduzible Gleichung f{x) = kann keine Doppel- 
wurzel besitzen, denn sonst hätte die ganze Funktion f{x) mit 
ihrer Derivierten f\x) einen Faktor gemein. 

Im folgenden beschäfiigen wir uns nur mit irreduzibeln 
Gleichungen. 

§ 95. Gruppe einer Oleichung. Es sei eine irre- 
duzible algebraische Gleichung 

(1) f{x) = ^r« -f CiiT^-i + c^x""-^ . . . + c„ = 

vorgelegt, deren Koeffizienten einem gegebenen Rationalitäts- 
bereich angehören. Jede symmetrische Funktion der Wurzeln 
läßt sich rational durch die Koeffizienten c^c^- - - c^ ausdrücken, 
ist also sicher eine rationale Größe. Es kann aber der Fall 
eintreten, daß noch weitere rationale Funktionen der Wurzeln, 
die nicht symmetrisch sind, dem Rationalitätsbereich an- 
gehören. Die Gesamtheit der Substitutionen, die diese Funk- 
tionen ungeändert lassen, bildet eine Gruppe (?; man be- 
zeichnet sie nach Galois Vorgang als Gruppe der 
Gleichung. 

Wenn die Koeffizienten c^c^- - • c^ der gegebenen Gleichung 
als verfügbare Parameter betrachtet werden, so bilden die 
rationalen Funktionen dieser Koeffizienten den Rationalitäts- 
bereich, von dem wir auszugehen haben. Die Gruppe der 
Gleichung besteht in diesem Fall aus der Gesamtheit der 
^Substitutionen. Ein Beispiel einer Gleichungsgruppe, deren 
Grad unter der Maximalzahl liegt, bietet die Gruppe der 
Gleichung 
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X^"" + C^X^""-^ + (?2^^"""^ V C„^" + C„Ä?""^ • • • 

+ c^x^ + qa: + 1 = 

deren Wurzeln paarweise reziproke Werte besitzen. Wir 
können in diesem Fall die Bezeichnung so wählen^ daß 

^i^+i^2«-v==l für v = 0, 1, 2, ... w-1. 

Es sind dann die n Funktionen 

9)(»')= x^^^x^^^,- 1 v =. 0, 1, 2, . . . w - 1 

bekannt. Von den (2w)! möglichen Vertauschungen der Wurzeln 
sind nur die in Betracht zu ziehen, die die Werte dieser n 
Funktionen ungeändert lassen. Es dürfen also zwar die Wurzeln 
x^x^, . ,x^ beliebig permutiert werden, aber jeder Permutation 
dieser Wurzeln entspricht eine ganz bestimmte Permutation 
der Wurzeln ^„+i^^+2 • • • ^sn- ^^^ Gruppe der Gleichung 
umfaßt daher nicht (2w)!, sondern nur n\ Substitutionen. 

Eine Gleichung, deren Gruppe intransitiv ist, ist 
reduzibel (S. 303). Zum Beweis nehmen wir an, daß die 
Substitutionen der Gruppe die Wurzeln 
(2) x^x^ . . .x^ 

untereinander vertauschen, aber keine derselben durch eine 
der übrigen n — h Wurzeln ersetzen. Unter dieser Voraus- 
setzung gehört jede symmetrische Funktion der h Wurzeln (2) 
dem Rationalitätsbereich an, folglich sind die Koeffizienten 
der ganzen Funktion 

(3)^ ii){x) ^{x- x^) {x-x^),,.(x-' Xj^ 

rational. 

Der eben bewiesene Satz ist umkehrbar: 

Die Gruppe einer reduzibeln Gleichung ist in- 
transitiv. 

Nehmen wir an, das Gleichungspolynom f{x) sei durch 
die ganze Funktion il){cc) (3) teilbar, deren Koeffizienten dem 
gegebenen Rationalitätsbereich angehören. Damit eine Sub- 
stitution die Größe '^{x) bei beliebiger Wahl des Wertes x 
ungeändert läßt, ist erforderlich, daß sie die Ic Größen (2) nur 
untereinander vertauscht. Daraus folgt aber, daß die Gruppe 
der Gleichung intransitiv ist. 
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Aus dem eben Bewiesenen schließen wir: 

Die Gruppe einer irreduzibeln Gleichung ist tran- 
sitiv und umgekehrt ist eine Gleichung irreduzibel, 
wenn ihre Gruppe transitiv ist. 

Wenn eine Hilfsgleichung dieselbe Gruppe besitzt wie die 
Grundgleichung, so zieht ihre Auflösung die der Grundgleichung 
nach sich (S. 313) und umgekehrt; es handelt sich also um 
äquivalente Probleme. Ob die beiden Gleichungen denselben 
Grad haben oder nicht, kommt dabei nicht in Betracht. 

Eine Vereinfachung des Problems tritt nur dann ein, wenn 
es gelingt, die Auflösung der vorgelegten Gleichung auf die 
Auflösung von HiKsgleichungen zurückzuführen, deren Q^ruppen 
von niedrigerem Grade sind. 

Dies ist nur dann möglich, wenn die Gruppe der 
vorgelegten Gleichung zusammengesetzt ist, also eine 
ausgezeichnete Untergruppe besitzt (S. 306). 

Nehmen wir, um dies zu beweisen an, die Grupp^ G 
der vorgelegten Gleichung besitze eine ausgezeichnete Unter- 
gruppe f; der Grad von G sei r, der von V sei q ^ — , Wir 
bezeichnen die Substitutionen der Untergruppe V mit 

und ordnen die Substitutionen der Gruppe Gy wie dies im § 91 
geschehen ist, in eine Tabelle mit q Zeilen und q Spalten. 

^0 '^l ^2 • • • ^(>-l 

^0^1 'S^l^l ^3^1 '"Sq-^I^I 

SqT^ S^T.2 S2I2 •••^0-1^2 



Es sei q) eine rationale Punktion der Wurzeln x^x^ . - .x^, 
die zur Gruppe f gehört. Alle Substitutionen der ersten Zeile 
imserer Tabelle lassen die Funktion <p ungeändert, alle Sub- 
stitutionen der zweiten Zeile führen sie in dieselbe Funktion 
9)1 über; alle Substitutionen der dritten Zeile führen sie in 
9?2 über, alle Substitutionen der letzten Zeile führen sie in 
^2-1 ^^6r. Weil nach Voraussetzung f eine ausgezeichnete Unter- 
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gnippe ist^ so bleibt bei Anwendimg der Substitutionen dieser 
Untergruppe nicbt nur die Funktion g?, sondern auch eine jede 
der Funktionen ffi^^- ■*%-i ^^ng^ändert (S. 308), DarBOS folgt: 
Alle in der A-ten* Zeile unserer Tabelle ätehenden 
Substitutionen der Gruppe Cr permntieren die Funktionen 
qpg?^(p3 . . . 9>^^_t in derselben Weise; nämlich ebenso wie die 
Substitution T^. Da sonach nur q Pennutationen dieser Grrößen 
in Betracht kommen j so besitzt die Gruppe der Gleichung' 
q-ten Grades^, deren Wurzehi diese Größen sind^ den Grad 

^ = — , Nach Auflösung dieser Hilfsgleichung wird der ur- 
sprüngliche Rätionalitätsb ereich durch Adjunktion der Größe 
tp erweitert und in diesem erweiterten Rationalitätsbereich ist 
r die Gruppe der Grundgleichung. Die Auflösung der Grund- 
gleichuug ist also auf ein einfacheres Problem zurückgeführt. 

Die Gruppe der Hilfsgleichung ist transitiv, denn den 
Substitutionen der Gruppe Gj die den Wert ip in (p^ über- 
führen , entsprechen auf die Größen 9?9?i ^ - » f^^i bezügliche 
Substitutionen, die die Wurzel ip durch die beliebig zu wäh- 
lende Wurzel fpj^ ersetzen. Die Hilfsgleichung ist demnach 
irreduzibeL 

Zwischen der Gruppe G der vorgelegten Gleichung und 
der Gruppe H der Hilfsgleichung besteht eine bemerkenswerte 
Beziehung: jeder Substitution der Gruppe G entspricht eine 
bestimmte Substitution der Gruppe ZT, diB dieselbe Permuta- 
tion der Größen p^i • • ^ %^i bewirkt^ aber einer bestimmten 
Substitution der Gruppe H entsprechen q Substitutionen der 
Gruppe G; sie bilden eine Zeile imserer Tabelle, Insbesondere 
entspricht der identischen Substitution der Gruppe H die aus- 
gezeichnete Untergruppe P von G. 

Man bezeichnet auch diese Beziehung als Isomorphismus 
und zwar als ^^meriedrischen" Isomorphismus. Die in § 91 
besprochene, wechselseitig eindeutige Beziehung zwischen zwei 
Gruppen bezeichnet man zum Unterschied als „holoedrischen*^ 
iBomorphismus, Wenn von IsomorphiBmus ohne weiteres die 
Kede ist, ist immer der holoedrische gemeint 

Nehmen wir nunmehr an^ die Gruppe G der vorgelegten 
Gleichung sei einfach. Es sei 0(^) = O eine Hilfsgleichung 
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^-ten Grades, deren Wurzeln gxpi - - - (fg-i rationale Funktionen 
der Wurzeln der Grundgleichung sind. In diesem Fall gibt 
es außer der identischen keine Substitution, die diese q Funk- 
tionen ungeändert läßt, denn wenn derartige Substitutionen 
existieren würden, so müßten sie eine ausgezeichnete Unter- 
gruppe bilden. Daraus folgt: zwei verschiedene Substitutionen 
Äj, Sg der Gruppe G bewirken verschiedene Permutationen der 
Größen (p(p^, , , (Po-t- Würden sie nämlich dieselbe Permu- 
tation hervorrufen, so ließe die Substitution S^S^^ eine jede 
dieser Größen ungeändert. Die Anzahl der in Betracht zu 
ziehenden Permutationen der Größen 9>9i . . • ^^.i ist daher 
ebenso groß als die Anzahl der durch die Gruppe G bewirkten 
Permutationen der Größen x^X2 . . . x^] mit anderen Worten: 
die Gruppe der Gleichung 0(z) = ist vom selben Grade wie 
die Gruppe G der Grundgleichung; sie ist mit ihr holoedrisch 
isomorph. 

Die Gruppe, die aus sämtlichen Permutationen von n 
Elementen besteht, besitzt auf jeden Fall eine ausgezeichnete 
Untergruppe vom Grade 4^n\, die alternierende Gruppe (vgl. 
§ 91). Diese letztere aber ist, vom Fall w == 4 abgesehen,, 
einfach. Daher läßt sich die Auflösung einer „allgemeinen^' 
Gleichung*) von höherem als dem vierten Grad nicht auf die 
Auflösung von Hilfsgleichungen zurückführen, deren Gruppe 
von niedrigerem als dem ^«!-ten Grade ist. Auf den Beweis 
dieses Satzes können wir hier nicht eingehen. 

§ 96. Die . OaloiSBChe Resolvente. Um die Aus- 
führungen des vorigen Paragraphen anschaulicher zu machen, 
kehren wir zu den im Anfang des § 93 angestellten Betrach- 
tungen zurück. Wir haben dort N Größen yy^ . . . y^_i ein- 
geführt und zwar ist 

(1) y = Wi^i + W2^2----t«^n^«- 

Die übrigen iV — 1 Größen y^ gehen aus y durch Permutation 
der n Größen x^X2 . . , x„ hervor. Bei geeigneter Wahl der 
Parameter u^u^. , .u^ sind die N Größen yy^ - - -Vn-i ^^ 

*) d. h. einer Gleichung, deren Koeffizienten als verfügbare Para- 
meter betrachtet werden. 
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untere mander verschieden^ varaiigge&etztj daß unter deu n Größen 
x^x^ * * ' ^n keine zwei gleicheu vorkommen. Dieser Fall kann 
aber nicht eintreten , weil sonst die GrondgleichuDg reduzibel 
wäre^ was wir ausgeschlossen haben (vgl. § 94 Schluß). 

Die n Größen y«/^ . , , ^y_] genügen einer Gleichung A^-ten 
Grades 

(2) ü(i;) = {7i-tf)(-ri-y,) . . ^ (r^ -y^^,) = 0. 

Die Koeffizienten dieser Gleichung sind ganze rationale Funk- 
tionen der Parameter u^u^ . . . u^ und sie sind i-afeional in den 
Koeffizienten c^c^ ■ ■ - ^n ^^^ Grundgleichung. 

Auch wenn die Grnndgleichung irreduzibel istj kann die 
Gleichung (2) reduzibel sein. Es sei 

(3) p{n)^{n-y){y3-y,)-..{,i-y^_,)~,f+a,Y-'--- + a^ 

ein irreduzibler Faktor von I?(^j)- 

Die Koeffizienten a^a^ . . . a^ sind ganze rationale Funk- 
tionen der Parameter u^u^ . . . u^ und die Koeffizienten dieser 
ganzen Funktionen gehören dem gegebenen Rationalitätsbereich 
an. Diejenigen Permutationen der Größen x^x^ . . .x^j die die 
Koeffizienten a^a^ . ^ . a^ ungeändert lassen, bilden die Gruppe 
der Grandgleichung. 

Die Gleichung JJ(r/) = bezeichnet man als j^Galoissche 
Resolvente*' der gegebenen Gleichung. Die Galoissche Resol- 
vente ist zwar — allgemein zu reden — von höherem Grade 
als die Grundgleichung, aber ihre Gruppe ist mit der Gruppe 
der Grundgleichung holoedrisch isomorph und daher bietet die 
Auflösung der Resolvente keine größeren Schwierigkeiten als 
die der Grnndgleichung. Die Galoissche Resolvente hat die 
charakteristische Eigenschaft^ daß sich alle ihre Wurzeln rational 
durch eine derselben ausdrücken lassen (S. 311). 

Man überträgt die Bezeichnung Galoissche Resolvente auf 
alle Gleichungen, die diese charakteristische Eigenschaft besitzen. 

Nehmen wir an^ die Gruppe G der vorgelegten Gleichung 

besitze eine ausgezeichnete Untergruppe T vom Grade q = — 

Wir bezeichnen mit ^ eine Funktion , die zu dieser Unter- 
gruppe r gehört^ mit B^^ h' ' ' ^^-\ ^^ konjugierten Werte^ in 
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die SS durch die Substitutionen der Grruppe G übergeführt wird. 
Diese Größen sind Wurzeln einer Galoisschen ßesolvente 

p(e) = (g-.)a-.j...(g-Vi) = o. 

Wird eine Wurzel z derselben dem gegebenen Rationalitäts- 
bereich adjungiert, so wird die Resolvente i2(^) reduzibel: sie 
zerfällt in q irreduzible Faktoren (>-ten Grades. 

Nehmen wir umgekehi-t an, die Resolvente JB(??), die im 
ursprünglichen Rationalitätsbereich irreduzibel ist, werde redu- 
zibel, wenn dieser Bereich durch Adjunktion der Wurzel einer 
Hilfsgleichung erweitert wird. Die Faktoren, in die das Poly- 
nom i2(i?) zerfällt, sind alle von gleichem Grade. Denn weil 
alle Wurzeln der Resolvente sich als rationale Funktionen 
einer derselben darstellen lassen, können wir die Wurzeln eines 
Faktors von B{ri) denen eines anderen Faktors eindeutig zu- 
ordnen. Die Faktoren von i2(^) sind in den Größen x^x^.,.x^ 
rational, es sind daher auch die Koeffizienten der Faktoren in 
diesen Größen rational. Um die ZerfäUung von i2(i?) aus- 
führen zu können, brauchen wir demnach nur gewisse ratio- 
nale Funktionen der Wurzeln zu kennen. Wir bedürfen daher 
nur solcher Hilfsgleichungen, deren Wurzeln rationale Funk- 
tionen der Wurzeln der Grundgleichung sind, die Adjunktion 
irrationaler Funktionen der Wurzeln ist unnötig. 

Wir können die Galoissche Resolvente benutzen, um eine 
begriffliche Schwierigkeit zu beseitigen, die unseren bisherigen 
Betrachtungen anhaftet. Solange wir die Wurzeln der Grund- 
gleichung als variabel betrachten, hat es nichts anstößiges von 
einer Permutation dieser Größen zu sprechen; wenn aber die 
Koeffizienten der Grundgleichung numerisch fixiert sind, so 
haben auch die Wurzeln feste Zahlwerte und es ist nicht 
ohne weiteres klar, was unter einer Vertauschung dieser Zahl- 
werte zu verstehen ist. Betrachten wir zunächst die Größen 
^1^2 • • • ^n ^^d u^v^ , , ,u^ als unabhängig variabel. Jeder 
Permutation der Größen x^x^. , . x^, die den Ausdruck 

in 

überführt, entspricht eine komplementäre Permutation der 

Dnröge-Maurer, elliptische Funktionen. 5. Aufl. 21 
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Größen u^u^ . . .u^, die dieselbe Wirkimg hat Es steht nun 
nichts im Weg, wenn die Werte der Größen x^x^ . , . x^ nume- 
risch fixiert sind, nach wie vor die Parameter m^u, . . . u^ als 
unabhängig variabel zu betrachten. Man kann dann die Sub- 
stitutionen, die sich auf die Größen x^x^ . . .x^ beziehen, mit- 
telst der komplementären auf die Größen Wj m, . . . m^ bezüglichen 
Substitutionen definieren. 

Der BegriflF der Galoisschen Resolvente ist im höchsten 
Maß geeignet, die gruppentheoretischen Begriffe anschaulieh 
zu machen. Die wirkliche Berechnung dieser Resolventen fuhrt 
schon in sehr einfEichen Fällen zu kaum zu übersehenden 
Resultaten. 

§ 97. Über Oleichnngen, deren Omppe zyklisch ist. 

Unter allen Gruppen sind die zyklischen, die aus den Potenzen 
einer einzigen Substitution bestehen, die einfachsten. Die 
Auflösung einer Gleichung, deren Gruppe zyklisch 
ist, läßt sich immer auf die Auflösung einer bino- 
mischen Gleichung zurückführen. 

Nehmen wir an, die Gruppe der vorgelegten Gleichung 
w-ten Grades 

fix) = 

sei zyklisch; sie bestehe aus den Potenzen der Substitution 
(vgl. § 89) 

(1) S=(x^x^,..x^), 

Wir erweitem den gegebenen Bation alitätsbereich durch 
Adjunktion einer primitiven w-ten Einheitswurzel £*) und setzen 

(2) y^x^+ EX^+ f^x^ h B'"^x^, 

Bei Anwendung der Substitution 5(1) geht y in 



£ 



über. Folglich bleibt die w-te Potenz 

(3) r^A 



*) Unter einer primitiven w-ten Einheitswnrzel versteht man be- 
kanntlich eine Wurzel der Gleichung a;'* = 1 , die nicht einer zweiten 
Gleichung of" = 1 von niedrigerem Grade genügt. 
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« 
ungeändert; die Größe A gehört also dem Bationalitätsbereicli 
an. Wir setzen femer, unter X eine der Zahlen 2, 3, . . ., w— 1 
verstehend, 

(4) y;i = ^1 + «^^2 + «^^^8 • • • + «^'*"^^^^n- 

Die Substitution S führt yj^ in -j über, sie läßt demnach 
den Quotienten 

(5) 1 = ^. 

ungeändert; folglich gehört auch die Gböße Bj^ dem Rationa- 
litätsbereich an. Endlich ist die Summe der n Wurzeln 
x^x^ , . ,x^ eine rationale Ghröße G, Wir erhalten somit zur 
Bestimmung der Wurzeln die n linearen Gleichungen 



Xi+ Xi- ■ ■ + x„'^ C 




Xi-\r BX^ h e"-ia;„ = y 


(2) 


x^ + s^x^ h i(«-»)^a;„ = Bif 




fiir X = 2, 3, • • •, n — 1 


(4) «. (5). 



Wir multiplizieren die erste dieser Gleichungen mit 1, 
die zweite mit e""^, die dritte mit b~^^' usw., wo /i eine be- 
liebige Zahl aus der Reihe 0, 1, 2, . . . , w — 1 bedeutet, imd addieren 
dann. Der Koeffizient von x^^^ in der Schlußgleichung ist 



also = n für i/ = /w» und = für v =|= ft . Wir erhalten somi 

(6) nx^^^ ^C+ B'f^y + 6-«^5,i/« • • • + e-^-')-^'B^^,y-' 

(^ = 0,1, 2, ...,n~l). 

Damit sind die Wurzeln der vorgelegten Gleichung rational 
durch die Wurzel y der binomischen Gleichung (3) ausgedrückt. 
Die Auflösung der allgemeinen Gleichimgen dritten und 
vierten Grades läßt sich auf die Auflösung von Hilfsgleichungen 
zurückführen, die eine zyklische Gruppe besitzen. Daher lassen 
sich diese Gleichungen mittelst binomischer Hilfsgleichungen — 
durch Ausziehen von Wurzeln — lösen. 

21* 
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Um dies zunächst für die Gleichimg dritten Grades nach- 
zuweisen, bemerken wir, daß die zur alternierenden Gr tippe 

gehörige Fuuktion 

durch Ausziehen einer Quadratwurzel beBtimmt werden kanu. 
Erweitern wir den ursprünglichen Ratioualitätsbereich, der die 
rationalen Funktionen der Koeffizienten der gegebenen Glei- 
chung umfaßt j durch Adjunktion der Irrationalität A, so be- 
steht die Gruppe der Gleichung aus den Potenzen der Sub- 
stitution {x^iV^x^)^ sie ist also zyklisch. Wir setzen, unter £ 
eine primitive dritte Einheitswurzel yerstehend 
p = x^ + ix^ + B^x^ y^= A. 

Man verifiziert leicht durch eine einfache Rechnung ^ daß 
aich die Größe Ä rational durch A und die Koeffizienten der 
Grundgleichung ausdrücken läßt. 

Die Gruppe der aUgemeinen Gleichung vierten Grades 
besitzt eine ausgezeichnete UnteTgruppe f Tom vierten Grade; 
sie besteht aus den Substitutionen (vgl S. 303) 

(7) Sü=l S^=^{x^x^){x^x^) S^^{x^x^){x^x^ S^ = {^i^d{^^^d- 

Die Substitutionen der Gruppe T lassen eine jede der drei 
Funktionen 

(8) g? ^ x^x^ + x^x^ (p^ ^ x^ x^ + Xj x^ 9g = x^x^ -h x^x^ 

uugeändert. Die Koeffizienten der Gleichung dritten Grades, 
deren Wurzeln diese drei Funktionen sind, haben wir im § 5 
berechnet. Nach Adjunktion der drei irrationalen Größen 
^gfjqpg reduziert sich die Gruppe der vorgelegten Gleichung 
auf die Gruppe T 

Die Substitutionen S^,= 1 und S^ (7) bilden eine aus- 
gezeichnete Untergruppe der Gruppe f. Die Substitution S^ 
läßt die Funktion 

Ip — ' X^ X g X^ Xm 

ungeändert^ das Quadrat dieser Funktion gehört zur Gruppe f. 
In der Tat ist 

(9) ^* = tp^ — Ax^x^x^Xf^, (8) 

Der zweite Term rechts ist eine symmetrische Funktion 
der Wurzeln. 
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Ist jjj durch Ausziehen einer Quadratwurzel bestimmt, so 
sind auch die Größen 

bekannt und mit Hilfe der symmetrischen Funktionen 

(a?! + Xc^) + (a?3 + x^) und (x^ + x^x^x^ + {x^ + x^x^x^ 

lassen sich auch die Summen x^ + x^ und x^ + x^ bestimmen. 
Das Quadrat 

X^-={x^-x;f^{x^ + x^y-Ax^x^ 

läßt sich nun ebenfalls rational durch q) und ^ ausdrücken 
und durch Ausziehen einer weiteren Quadratwurzel ergibt sich 
die Differenz 

%=-x^-x^. 

Die Wurzeln x^ und x^ ergeben sich nun unmittelbar als 
rationale Funktionen von fp, ^ und x- Di© Wurzeln x^ und x^ 
sind dann durch die linearen Gleichungen 

9^1 ^^^ ^1^8 "r X^X^ (p^ = X-^X^-\- X^X^ 

bestimmt. 

§ 98. Abelsche Oleichungen. Eine Gruppe^ deren 
Substitutionen vertauschbar sind, bezeichnet man als ^,Abel- 
sche" Gruppe; eine Gleichung, deren Gruppe eine Abelsche 
ist, wird als Abelsche Gleichung bezeichnet. 

Die Auflösung einer Abelschen Gleichung läßt 
sich auf die Auflösung von binomischen Gleichungen 
zurückführen. 

Wir bezeichnen die vorgelegte Abelsche Gruppe mit 6r, 
ihren Grad mit r, mit S-^ eine beliebige ihrer Substitutionen, 
mit «1 die Ordnung derselben. Wenn «i = r ist, so ist die 
Gruppe Q zyklisch, also gilt in diesem Fall unser Satz (siehe 
den vorigen Paragraphen); ist dies nicht der Fall, so bilden 
die Potenzen 
(1) 1 S^ S^K., Sj^-i 

eine Untergruppe V^ der Gruppe 6r. Wir wählen nun unter 
den Substitutionen der Gruppe (r, die nicht zu den Potenzen (1) 
gehören, eine beliebige S^ aus. Ihre Ordnung sei c^. Die 
Substitutionen 
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(2) S,%^ (A = 0,l,2,. ..,«1-1; ^ = 0,1,2,. ..,«,-1) 

bilden eine Gruppe Tg, denn weil die Substitutionen S^ und 
S2 vertauschbar sind, so ist 

Das Produkt zweier Substitutionen des Systems (2) gehört 
also ebenfalls diesem System an. 

Die Substitutionen (2) sind nicht notwendig alle unter- 
einander verschieden. Es läßt sich unschwer zeigen, daß dies 
der Fall ist, wenn man sich bei der Auswahl der Substitutionen 
S^ und S2 gewissen Beschränkungen unterwirft. Da dieser 
Nachweis für den Beweis, den wir zu führen haben, nicht er- 
forderlich ist, gehen wir dai-auf nicht ein. 

Auf jeden Fall ist der Grad q^ der Gruppe Tg durch c^ 
teilbar, weil r2 eine Untergruppe V^ vom Grade a^ enthält 
(§ 91), und er ist > cc^, weil fj die nicht zu fj gehörige Sub- 
stitution S2 enthält. 

Sofern die Gruppe Tg nicht mit der Gruppe G identisch 
ist, wählen wir unter den nicht zu f^ gehörigen Substitutionen 
von G eine beliebige Sg aus; ihre Ordnung sei «g. Die Sub- 
stitutionen 

(3) . S/Ä/Ä3' 

a = 0, 1,2,.. •,ai-l;/t=0,l,2,...,a,-l;v=0, 1,2,.. .,«,-!) 

bilden eine Gruppe Tg, deren Grad q^ durch q^ teilbar und 
> Q2 ist. 

In dieser Weise fortfahrend überzeugt man sich, daß alle 
Substitutionen der Gruppe G in der Form 

(4) /A = 0,1, 2,.. .,«,-!; ^ = 0,1,2, ••■,«,- 1\ 
IV = 0,1, 2,..., «3-1; y = 0,l,2,-..,«,-l/ 

dargestellt werden können. Die Substitutionen 

S/S/S,»...«/ (A=1,2,...,Ä;-1) 
bilden eine Untergruppe f^^; ihr Grad sei Qj^, . 

Weil die Substitutionen der Gruppe G untereinander ver- 
tauschbar sind, so ist jede Untergruppe derselben ausgezeichnet; 
dies gilt insbesondere für die Untergruppe f^. Es sei nun Sjf 
die niederste positive Potenz der Substitution Sj^, die in 
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der Untergruppe r^_i enthalten ist; die Substitutionen dieser 
Untergruppe bezeiclinen wir mit 

(5) 1 T, T,...T^ _,. 

Die Substitutionen 

<6) Ä/ r,S/ T,S,^--T^ _!«/ (A = 0,l,2,...,d-1) 

sind alle untereinander verschieden. Wäre nämlich etwa 
«o gehörte die Substitution 

Ci^ — ^ rp—l rp 

deren Exponent < ö ist, der Untergruppe Vj^_^ an, entgegen 
unserer Voraussetzung. Das System (6) enthält somit alle 
Substitutionen der Gruppe G und jede nur einmal, folglich ist 

9k-i 

Es sei nun fp eine d-wertige Punktion, die zur Gruppe 
l"*-! goliört; ihre verschiedenen Werte bezeichnen wir mit 
(7) q) <p^ 92- •• 9^6-1- 

Der Substitution Sj^ entspricht eine Substitution Z7, die 
diese Werte permutiert und den Potenzen von Sj^ entsprechen 
demgemäß die Potenzen von U. Die Gruppe der Gleichung 
d-ten Grades, der die Größen (7) genügen, besteht somit aus 
den Potenzen einer Substitution ü, sie ist also zyklisch, da 
die in Rede stehende Hilfsgleichung irreduzibel ist (s. S. 303 
u. 318). Folglich wird die Größe (p durch eine binomische 
Gleichung bestimmt. 

Nachdem der Rationalitätsbereich durch Adjunktion der 
Größe (p erweitert ist, reduziert sich die Gruppe der vor- 
gelegten Gleichung auf die Gruppe r^_] ; diese ist ebenfalls 
eine Abelsche Gruppe und es läßt sich daher das auseinander- 
gesetzte Verfahren abermals anwenden. Wir gelangen daher 
durch Auflösung von binomischen Hilfsgleichungen schließlich 
zur Lösung der gegebenen Gleichung. 

Eine irreduzible Gleichung w-ten Grades f{x) = ist eine 
Abelsche Gleichung, wenn sie die beiden folgenden Eigen- 
schaften besitzt: 
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Erstens: alle WiirzeLa lasBen sieh als rationale FnnktioneD 
amBt derselben darstellen; es sei etwa 

(8) ^'^ = 1^1 (x^) ^ = i^six,) ■■-3^^=tMy 

Zweitens: zwischen den Funktionen iff besteht die Beziehung 

(Ö) %[%{^i)] = ^'f^i^Ä^iJ] ^. ^ = 2, 3, ^ ^ -, n. 

Substituieren wir in die Gnindgleicbuug f(x) = den 
Ausdruck x — ^^{20% so erhalten wir eine Gleichung F{x) = 0^ 
die mit der Grundgleichung die Wurzel x^ (8), also weil diese 
irreduzibel ist^ alle Wurzeln gemein hat (§ 94 j. Daraus 
folgt, daß die n Größen 

(10) <-x,. x,'^%«) x^'=i^^(x,')^^x;=tM') 

Wurzeln unserer Grundgleichung sind, Sie sind aller unter- 
einander Terschiedeu. Denn bestände die Gleichung 

txW) = %M^ 
müfiten dieser Gleichung alle Wurzeln der Gnindgleichung, 
also insbesondere auch die Wurzel 2\ genügen^ was unmöglich 
ist. Die n Größen (10) 

r * f 

X^ X^ ... X^ 

sind demnach eine Permutation der WurzelB der Grundglei- 
ehung. Diese Permutation ist vollständig durch Angabe der 
Wujzei x^ charakterisiert, durch die die Wurzel x^ ersetzt 
wird. Eine Substitution der Gruppe der Grundgleichung ist 
demnach durch Angabe der Wurzel bestimmt, die sie ^1 Stelle 
der Wurzel x^ treten laßt. 

Es sei S^ diejenige Substitut] on, die x^ durch x^ ersetzt^ 
8^ ersetze x^ durch x^^ folglich läßt das Substitutionenprodukt 
S^S^ an Stelle von x^ ^^f^*(^t)] treten; das Produkt S^S^ 
ersetzt x^ durah ^^, [^^^ (oTj)] . Wegen (9) ist daher S^S^ = S^S^, 
Die Gruppe ist sonr*it eine Abelsche. 

§ 99. Erweiterung dee &ruppeiibegTiffia. Der Be- 

grüf der Gruppe läßt sich leicht beträchtlich erweitern. 

Es sei irgend ein System Ton Operationen definiert, das 
die folgenden Eigenschaften besitzt: 

1. Dem System gehöre die identische Operation an; sie 
ist dadurch charakterisiert, daß sie das Objekt^ auf das sie 
auznwenden ist, ungeändert läßt. 
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2. Die zu einer Operation des Systems „inverse" Operation 
gehöre ebenfalls dem System an; zwei zueinander inverse 
Operationen sind dadurch charakterisiert^ daß sie^ nacheinander 
ausgeführt, die identische Operation ergeben. 

3. Zwei Operationen des Systems sollen, nacheinander aus- 
geführt, eine Operation ergeben, die ebenfalls dem System angehört- 

Ein System von Operationen, das diese drei charakte- 
ristischen Eigenschaften besitzt, bezeichnet man als „Gruppe'^ 

Wir wollen die einzelnen Operationen wieder als Sub- 
stitutionen bezeichnen, ohne damit die Bedeutung derselben 
genauer bestimmen zu wollen. 

Je nachdem die Substitutionen der Gruppe eine konti- 
nuierliche Mannigfaltigkeit bilden oder nicht, bezeichnet man/ 
die Gruppe als kontinuierlich oder als diskontinuierlich. EineV 
diskontinuierliche Gruppe heißt „uneigentlich diskontinuierlich^^,. Y7 
wenn sie Substitutionen enthält, die von der identischen Sub- 
stitution unendlich wenig verschieden sind. Enthält sie keine 
derartigen Substitutionen, so heißt sie „eigentlich diskonti- 
nuierlich". Eine diskontinuierliche Gruppe heißt „endlich**^ 
oder „unendlich", je nachdem sie eine endliche oder unendliche 
Anzahl verschiedener Substitutionen umfaßt. 

Eine endliche Gruppe ist notwendig eigentlich diskonti- 
nuierlich. 

Ein einfaches Beispiel wird diese Definitionen anschaulich 
machen. Die Gesamtheit der Drehungen eines räumlichen 
Systems um eine feste Achse bildet eine kontinuierliche Gruppe. 
Setzen wir fest, daß der Drehungswinkel ein Multiplum eine» 
gegebenen Winkels 2 na sein soll, so erhalten wir eine dis- 
kontinuierliche Gruppe. Diese Gruppe ist endlich, wenn (t 

eine rationale Zahl — etwa == ist: in diesem Fall ent- 

n ' 

hält die Gruppe nur die n verschiedenen Substitutionen, die 
der Drehung um die Winkel 

^ 25r 45r (2w — 2)5t 
n n n 

entsprechen. Ist dagegen a eine irrationale Zahl, so ist die 
Gruppe unendlich und, wie man sich leicht überzeugt, un- 
eigentlich diskontinuierlich. 
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Die im Torausgehenden für endliche Gruppen aufgeatellten 
Defimtionen der Trausformatioiij der Untergruppe und der aus- 
gezeichneten Untergruppe lassen sich ohne weiteres auf unendliche 
diskontinuierliche Gruppen übertragen. Insbesondere können wir, 
wenn eine unendliche diakontinuierliche Gnippe G und eine Unter- 
gruppe r derselben vorgelegt sind^ die Substitutionen der 
Gruppe G in eine Tabelle you der im § 91 angegebenen Art ordnen ; 

1 S^ S^ Sg ■ ■ ' 



In der ersten Zeile stehen die sämtlichen Substitutionen der 
Untergruppe T. Die Substitutionen 1\ T^T^- • . können derart 
gewählt werden, daß jede Substitution der Gruppe G in der 
Tabelle einmal und nur einmal vorkommt. Selbstverständlich 
muflj wenn die Gruppe G unendlich iat^ entweder die Zahl 
der Zeilen der Tabelle oder die Anzahl der Spalten oder jede 
der beiden Zahlen unendlich sein. 

Besonderes Interesse bietet der FaU, daß zwar die Anzahl 
der Spalten — die Anzahl der Substitutionen der Untergruppe P 
~ unendlich ietj daß aber nur eine endliche Anzahl von Zeilen 
auftritt. Diese letztere Anzahl bezeichnet man als index der 
Untergruppe. 

Es kann der Fall eintreten, daß sich alle Substitutionen 
«iner unendlichen Gruppe aus den positiven und negativen 
Potenzen einer endlichen Anzahl von Substitutionen zusammen- 
setzen lassen. In diesem Fall bezeichnet man diese Substitutionen 
als „erzeugende Substitutionen^^ der Gruppe. Es ist einleuchtend^ 
daß auch umgekehrt das System der Substitutionen, die sich 
als Produkte der positiven und negativen Potenzen von irgend 
welchen h Substitutionen darstelleu lassen, Gruppe ncharakter 
besitzt» 

Ein Betspiel einer unendlichen Gruppe, die durch eine 
endliche Anzahl von Substitutionen erzeugt wird, bietet die 
Gruppe der Periodentransformationen 
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Die Koeffizienten dieser Substitutionen sind ganze Zahlen, die 
der Bedingung ad — ßy = 1 genügen. 

Wir haben im § 39 gesehen, daß sich alle Substitutionen 
der Gruppe aus den drei Substitutionen 

(1) (ö/ = — (öj ojg' = — wg ü ^ 

(2) o/ =-(03 co^' »i ß ^ 

(3) Oj/ = «1 (Ö3' = OJ^ + (ög ; ^ ^ 

zusammensetzen lassen. Diese Substitutionen sind also die 
Erzeugenden der Gruppe. 

Gehen wir von der Gruppe der Periodentransformationen 
zu der Gruppe der Transformationen des Periodenquotienten 
r = — über, so entspricht der Substitution (1) die identische 
Substitution und wir erhalten für die Gruppe 

"oc + ßt 

nur die beiden erzeugenden Substitutionen 

(S) r' - r + 1 

und 

(T) r'--l. 



Achter Abschnitt. 
Teilnng nnd Transformation. 

§ 100. Algebraische Besiehnngen zwischen ellip- 
tischen Funktionen, die verschiedene Perioden be- 
sitzen. Wir haben früher (§ 47) bewiesen^ daß zwischen 
zwei elliptischen Funktionen mit denselben Perioden eine 
algebraische Beziehung stattfindet; wir legen uns nun die Frage 
vor: unter welchen Bedingungen besteht zwischen zwei ellip- 
tischen Funktionen, die verschiedene Perioden besitzen, eine 
algebraische Gleichung? 

Wir können die Fragestellung etwas vereinfachen. Nehmen 
wir an, die Funktion (p(u) besitze die Perioden 2cPi, 203, die 
Funktion ^(w) die Perioden 2cPi', 203'. Die Funktion g>(u) 
läßt sich rational durch die Funktionen 

X =i>(t«/coi; CÖ3) und s ^ pXu/(o^, CO3) 

ausdrücken (§ 47) und entsprechend läßt sich ^(u) durch die 
Funktionen 

rational aasdrücken. Es bestehen also Gleichungen der Form 

(1) q>^Oix,s) ^--W{y,t) 

wo O und W rationale Funktionen bedeuten. 

Zwischen den Größen x und s bzw. y und t bestehen die 
algebraischen Gleichungen 

(2) s* = 4a;» - g^x — g^ f^ 4y» — g^'y - g^\ 

Wenn nun die Funktionen <p und ^ einer algebraische Gleichung 

(3) G(9>,^) = 
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genügen, so genügen auch die Funktionen x und y einer al- 
gebraischen Gleichung 

(4) F{x,y)^0. 

Sie ergibt sich aus den Gleichungen (1), (2) und (3) durch 
Elimination der Größen 9, ^, s und t Umgekehrt folgt aus 
der Existenz der Gleichung (4) die Existenz der Gleichung (3). 
Wir brauchen daher nur die Bedingungen festzustellen, unter 
denen die algebraische Gleichung (4) besteht. 

Einem gegebenen Wert der Funktion x ■==i>(«*/coi, cog) ent- 
sprechen zwei Gitter homologer Punkte 

(5) u + 2Xg)^ + äftcog und — u + 2l(o^ -f 2^(03 

A,iit = 0, ±1, ±2... 

Da wegen (4) einem gegebenen Wert x nur eine endliche An- 
zahl von Werten y entspricht, so kann es unter den Punkten 
(5) nur eine endliche Anzahl geben, die in Beziehung auf die 
Perioden 2a)i', 2g)^ der Funktion y nicht homolog sind. 
Unter den Punkten, die zum Punkt u in Beziehung auf die 
beiden Periodensysteme 2oi, 2(ög und 2coi', 203' homolog 
sind, wählen wir zwei Punkte u^ und u^ aus, die nicht auf 
derselben durch u gehenden Geraden liegen. Der Punkt u^ 
werde so gewählt, daß er möglichst nahe am Punkt u liegt. 
Der Punkt u^ liege in der Halbebene, die man zur Linken hat, 
wenn man vom Punkt u nach dem Punkt % hin fortschreitet 
und er werde so gewählt, daß sein Abstand von der Geraden 
WjWg möglichst klein isi 

Weil die Punkte uu^u^ in Beziehung auf die beiden 
Periodensysteme 2cOi, 2o^ und 2©/, 203' homolog sind, so 
lassen sich die Differenzen 

2üi = «ii — M und 2Ä3 = % — w 

aus den Perioden 2aji, 2CO3 und 2©/, 203' zusammensetzen, 
es bestehen also Gleichungen der Form 

|2üi = 2aa)i + 2h(o^ = 2a «/+ 2V(o^ 
^ -* 12^3 = 2ca)i + 2dto^ = 2c'g)^ + 2d'G}^, 

Die Buchstaben ahcd dV d d! bedeuten ganze Zahlen. 
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Weil die Paukte uu^u^ nicht in einer Geraden liegen, 

kami keine der beiden Determinanten 



n = ad — hc n ^ act ~ Vc 



(7) 

Tersch winden. 

Die imaginären Teile der Quotienten 



und ^ Bind positiv 



imaginär (§ 36), dasselbe gilt zufolge der getroffenen Be- 
stimmnng für den Quotienten -^ . Folglich sind die beiden 

Determinanten n und n' (7) positiv (TgL die Fnflnote S. 132), 
Im Innern des Perioden parallel ogramms mit den Eck- 
punkten 

u Wj = « 4^ 2fli lig = ti + 2ßi + 2^3 % = « + 2Äis 

kann kein Punkt hegen, der zum Punkt u in Beziehung auf 
die beiden Periodensysteme 2©j^^ 2cOß und 2m^^ 2%' homolog 
ist. Denn ein solcher Punkt müßte näher an der Geraden 
uu^ liegen als der Punkt «g^ entgegen der getroffenen Be- 
stimm ung. Man überzengt sich leicht^ daß auch auf den 
Seiten, von den Eckpunkten u^u^u^ abgesehen^ kein derartiger 
Punkt hegen kann. Wir schließen daraus: 

Alle zum Punkt u in Beziehung auf die beiden Perioden- 
systeme 2ß>^j 2g)3 und 2m^\ 2m^ homologen Punkte gehören 
dem Punktgitter 

an. 

Die Funktionen 

x=p (u/m^^ ©3) und tj = p («/©/, m^') 

können wegen (6) auch als doppelt periodische Funktionen 
mit den Perioden ^Sl^ 2Sl^ betrachtet werden. Weil sie beide 
gerade Funktionen sind, so lassen sie sich daher rational durch 
die Punktion 

ausdrücken. Es sei 

(8) x = Bi^) y^E,{^). 

Eliminieren wir ans diesen Gleichungen die Größe z^ so er* 
halten wir eine algebraische Gleichung zwischen den Größen 
X und y. 
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Die Gleichungen (6) drücken also die notwendige 
und ausreichende Bedingung dafür aus, daß zwischen 
den Funktionen a; =i>(w/cji, cog) und y =i>(w/cöi', (»s') eine 
algebraische Beziehung besteht. 

Es ist einleuchtend, daß die Ordnungen der rationalen 
Funktionen R und R (8) durch die in (6) auftretenden ganzem 
Zahlen ab cd und a'Vc'd' bestimmt sind. Um dies genauer 
zu untersuchen, bezeichnen wir den größten gemeinschaftlichen 
Divisor der Zahlen a und h mit 6 und setzen 

(9) a = ^a b = 0ß. 

Weil die Zahlen a imd ß relativ prim sind, können wir zwei 
Zahlen y d so wählen, daß 

(10) aS-ßy=^l 

ist. Wir führen nun an Stelle der Halbperioden co^cog zwei 
äquivalente Halbperioden 

(11) cUj = «Ol + ß(o^ SJg = y(o^ + doj 

ein. Aus (6) und (7) folgt mit Rücksicht auf (9) und (11) 

(12) Sl^^öm, Sl^^ (cS - dy) car, + ^ (03 . 

Von dieser Gleichung ausgehend, können wir nun leicht fest~ 
stellen, wie viel verschiedene Werte z einem gegebenen Wert x 
entsprechen. 

Einem gegebenen Wert x entsprechen in der M-Ebene 
die beiden Punktgitter 

u + 2>lü7j + 2ft cSTg und —u + 2ki3^ + 2^0)3 . 

Auf Grund der Gleichung (12) können wir diese Punktgitter 
auch in der Form 

±u + 2XSl^ + 2/«,' A3 + 2xüTi + 2vm^ 

darstellen und uns dabei so einrichten, daß die Zahlen y,v 
die Bedingungen 

0^x<<y und 0^v<^ 

erfüllen. Den verschiedenen Zahlenpaaren x 1/, die diesen Un-^ 
gleichungen genügen, entsprechen 2n Punkte — in jedem der 
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beiden Punktgitter n — die zwar in bezug auf das Perioden' 
paar 2 3?^, 2 iäij — oder was dasselbe sagen will^ in Beziehung 
auf das Periodenpaar 2(0^^ 2(d^ — aber nicbt in Beziehung auf 
das Periodeupaar 2Sl^^ 2Slv^ homolog aind. Je zwei von diesen 
2n Punkten entspricht derselbe Wert 0^ weil b eine gerade 
Funktion ist. Es entsprechen also einem Werte x n Yer~ 
Bchiedene Werte Z] die Ordnung der Funktion R{z) (8) ist 
demnach gleich der Determinante n = üd — hc. In der- 
selben Art ist zu zeigen^ daß die Ordnung der Punktion 
üj {js) gleich der Determinante n' = ad' — h'c ist. 

Den w Werten 0, die einem Wert x entsprechen, entsprechen 
n verschiedene Werte p. Kämen nämlich unter diesen Werten 
^ zwei einander gleiche vor^ so müßten ihnen in der w-Ebene 
Punkte entspreche üj die zwar in Beziehung auf die beiden 
Periodensysteme 2in^^ 2m^ und 2(D|', 2co/ aber nicht in Be- 
ziehung auf das Periodensystem 2Q>^, 2Sl^ zueinander homolog 
wären. Aber dies ist^ wie oben nachgewiesen worden ist, 
unmöglich. Es entsprechen also einem gegebenen Wert x 
n Terschiedene Werte y und analog entsprechen einem ge- 
gebenen Wert y n yerschiedene Werte 3C. Folglich ist die 
algebraische Gleichung , der die Größen .r und p genügen ^ in 
X vom Grade n und in p vom Grade n. 

Durch die Tora uageh enden Betrachtungen ist daa am An- 
fang dieses Paragraphen gestellte Problem wesentlich ver- 
einfacht: wir können uns darauf beschränkeUj die rationale 
Beziehung, die zwischen den Funktionen x^p{u/m^j m^) und 
=p(^u/Slij Sl^) besteht, genauer zu unterauchen. 



§ 101. Die rationale Tranaformation. Die Funktion 
x=p{u/m^j m^) genügt der Ditterentialgieichung 



(1) 



(rff)='4*'-^**-s'»- 



Die Funktion z=p(:u/il^j £1^) genügt einer analogen Differential- 
gleichung 

,(2) gi)^=4.»-,V-?.. 
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Aus (1) ergibt sich für u die Darstellung 

(3) u^C%=J^= 

X 

und aus (2) folgt 

(4) «= r "- 

z 

Durch die rationale Transformation 

(5) X = R{0) 

wird demnach das Weierstraßsche Normalintegral (3) 
in das Normalintegral (4) transformiert. 

Damit sind wir von einer ganz anderen Seite her wieder 
zu dem im § 16 behandelten Transformationsproblem gelangt. 
Die algebraischen Methoden, die wir a. a. 0. angewendet haben, 
reichen zu einer tiefer eindringenden Untersuchung des Problems 
nicht aus; mit den nunmehr zur Verfügung stehenden trans- 
zendenten Hilfsmitteln läßt es sich leicht erledigen. 

Wir wollen uns zunächst einen Überblick über die mög- 
lichen rationalen Trausformationen verschaffen. Zu dem Zweck 
bemerken wir: einer jeden rationalen Transformation (5) ent- 
spricht eine „Periodentransformation" (Nr. 6 des vorigen Para- 
graphen) 

(6) üi = acoi + 6(Dj Äg = coji + rfojj ad — bc = n. 

Indem wir an Stelle der Perioden 2(0^, 2(o^ die äquivalenten 
Perioden 2^1, 2Wf^ einführen, können wir dieser Transformation 
auch die Form geben (Nr. 12 des vorigen Paragraphen) 

(7) Äi = ö^^ Ü3 = p STi + — ©'s Q ^ cd -- dy. 

Weil die Zahlen y d nur der Bedingung ad — - /3y = 1 unter- 
liegen (Nr. 10 des vorigen Paragraphen), so dürfen wir gleich- 
zeitig y durch y ^ y -{- va und d durch d' ^^ S + vß ersetzen, 
wo V eine beliebige ganze Zahl bedeutet. Es tritt dann an 
Stelle der in (7) auftretenden Zahl cd — dy die Zahl 

cS' — dy =^ cd — dy -\- V = cd — dy — v-~ - 

Duröge-Maurer, elliptisohe Funktionen. 5. Aufl. 22 
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Die in der zweiten Gleichung (7) vorkommende Zahl q ist 
also nur nach dem Modul — bestimmt. 

6 

Die Gleichungen (7) bezeichnet man als kanonische Form 
der Periodentransformation (6). 

Zwei rationale Transformationen, die zu derselben kano- 
nischen Periodentransformation führen, sind notwendig identisch 
und umgekehrt entsprechen verschiedenen kanonischen Perioden- 
transformationen auch verschiedene rationale Transformationen. 

Nehmen wir nun an, die Ordnung n der rationalen Funk- 
tion R{0) — „der Grad der Transformation" — sei gegeben« 
Für - dürfen wir einen beliebigen Divisor der Zahl n und für 

Q eine beliebige Zahl aus der Reihe 0, 1, 2 • • 1 wählen. 

Die Anzahl der in Betracht kommenden Zahlenpaare 6 q ist 
also gleich der Summe der Divisoren der Zahl n. Es folgt: 

Die Anzahl der verschiedenen Transformations- 
klassen vom gegebenen Grad n ist gleich der Summe 
der Divisoren der Zahl n. 

Wenn die Zahl n eine Primzahl ist, so ist daher diese 
Summe = w + 1. 

Die weitere Untersuchung der rationalen Transformationen 
können wir durch die folgende Überlegung wesentlich ab- 
kürzen: 

Führen wir erst die Transformation w-ten Grades (5) und 
dann eine Transformation m-ten Grades 

(8) g = B,(Z) Z = p{u/Sl,',£l,') 
aus, so erhalten wir eine Transformation 

(9) x=^B^{Z) 
vom Grade nm. 

Der Transformation (5) entspricht die Periodentransforma- 
tion (7); die zur Transformation (8) gehörige Periodentrans- 
formation sei 

(10) ß/=^'ß, Ä/^p'ßi+Jßa. 

Aus (7) und (10) ergibt sich die zur Transformation (9) 
gehörige Perioden transformation 

(11) ß/=tf</c?, Äa'=(<^e'+?9)^i+^^'-^»- 
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Um zu beweisen, daß sich umgekehrt jede rationale 
Transformation vom Grade mn aus einer Transformation vom 
Grade m und einer Transformation vom Grade n zusammen- 
setzen läßt, brauchen wir nur zu zeigen, daß die zugehörige 
Periodentransformation aus zwei Periodentransformationen 
von den Gradeu m und w zusammengesetzt werden kann. 

Zu der vorgelegten rationalen Transformation mw-ten 
Grades gehöre die kanonische Periodentransformation 

(12) ß/-5cor, ß/^rST^ + ^üJ«. 

Die Zahl r ist nur nach dem Modul — bestimmt. 

8 

Die Periodentransformation (12) wird mit der Transforma- 
tion (11) identisch, wenn wir die Zahlen ö und ö' durch die 
Gleichung 

(13) 6(/^S 

und die Zahl r durch die Kongruenz 

(14) öq' + -r Q^r mod — 

bestimmen. Wenn die Zahlen m und n relativ prim sind, so 
sind die Zahlen ö und ö' durch (13) vollständig bestimmt: 
ö ist der größte gemeinschaftliche Teuer von n und 5, 6" der 
größte gemeinschaftliche Teiler von m und s; 6 und m sind 
also relativ prim. Wenn die Zahlen m und n nicht relativ 
prim sind, so setzen wir e' gleich dem größten gemeinschaft- 
lichen Divisor der Zahlen m und s. Unter dieser Annahme 

ist — relativ prim zu s, also auch zu 6. 

Da nun die Zahlen 6 und -, auf jeden Fall relativ prim 

sind, so gibt es sicher Zahlen p, p', die der Kongruenz (14) 
genügen. 

Wir können daher die Periodentransformation (12) aus 
den Transformationen (7) und (10) zusammensetzen. 

Wir wollen einen speziellen Fall hervorheben. Nehmen 
sei 
m = n ö — 1 0'=w 9 = ()'=0. 

22* 
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Unter dieser Annahme lauten die Gleichungen (7), (10) 
und (11) 

und es ist 

:r-|)(w/ari,sjj) £r-|>(«i/sri,ney3) z-^i>(^^«i,^3). 

Diese Gleichungen zeigen^ daß wir durch Zusammensetzung 
zweier Transformationen n-ten Grades zur Multiplikation der 
elliptischen Funktionen gelangen. 

Es ist einleuchtend, daß auch umgekehrt die Multiplika- 
tion als Spezialfall der Transformation betrachtet werden kann. 

Nachdem wir nachgewiesen haben^ daß eine Transforma- 
tion, deren Grad eine zusammengesetzte Zahl ist, aus Trans- 
formationen niedrigeren Grades zusammengesetzt werden kann, 
können wir uns darauf beschränken, die Transformationen von 
Primzahlgrad in expliziter Form darzustellen. 

§ 102. Die Transformationen von Frlmzahlgrad. 

Wenn n eine Primzahl ist, so haben wir die folgenden Perioden- 
transformationen zu unterscheiden (vgl. Nr. 7 des vorigen 
Paragraphen). 

(1) a, = cD, il^^^Q(o, + n(o, (9 = 0,1,2,. ..,n-l)*), 

(2) Äj — ncoi Ä8= «Dj. 
Wir setzen zur Abkürzung 

(3) s^p{u/Sl,,a,)^p(u), 

(4) x^piui^, a>,) -=p(h/ä„ -"^4--) ^-^eW 

(0-0,l,2,...,«-l), 

(5^ X -p(i4/aH, Os) -|>(w/J, Äs) -P^{^)' 

Die Funktion pAu) wird, als eUiptische Funktion mit den 
Perioden j^, A, betrachtet, zur zweiten Ordnung unendlich in 
d«n nicht homologen Punkten 

*) Wir laaeen der EmÜM^bheit wegen bei den Größen «^m, die 
Akiente weg und ereetien q dnrdi — q. 
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-'H--- (- = 0,1,2,. ••,«-!) 
die Punktion p^ (w) in den Punkten 

v'-J- {v = 0,\,2,-.;n-l) 
Wir setzen zur Abkürzung 
(6) .,-!«4M--. a.-?a. 

Wir können nun die eben gemachten Angaben zusammen- 
fassen und sagen: 

Die Funktion Pg{u) wird in den n nicht homologen Punkten 

a^ 2a^...(w— l)a^ 

zur zweiten Ordnung unendlich und zwar gilt dies für die 

w + 1 Indizes 

9 = 0, 1, 2, • • • w— 1, oo. 

Im Punkt va bleibt die Differenz 

also auch die Differenz 

stetig. Folglich wird die Differenz 

w-l 
r = 

im Periodenparallelogramm {2Sl^y 2Ü3) nirgends unstetig, sie 
ist daher konstant. Der Wert dieser Konstanten ergibt sich 
aus der Bemerkung, daß für m = 

lim (p{u) - ^) = und lim (pg{u) - ^) - 

ist. Wir erhalten 

«-1 

Um diese Formel weiter auszuführen, müssen wir den 
Fall, daß n eine imgerade Primzahl ist, und den Fall w = 2 
unterscheiden. Im ersten Fall können wir auf Grund der 
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Periodizität der |}- Funktion die Gleichung (7) in der Form 
schreiben: 

Mit Rücksicht auf das Additionstheorem der 2>-Funktion folgt 
(§52) 

!»,(«) -!»(«) + 2 [P(u)-p(>a^)]« 

n-1 

2 



(8) 



n-1 

^^^ ^ Ip(^)-p(^%) ^(pw-p(^(^^)y] 

Damit ist die Aufgabe, die Funktion x=^p (u) rational 
durch die Funktion ^ = p(u) auszudrücken, gelöst. Auf die 
algebraische Gleichung, die die Koeffizienten der rationalen 
Funktion bestimmt, werden wir später zurückkommen. 

§ 103. Die Transformationen zweiten Grades. Mit 

den Transformationen zweiten Grades haben wir uns schon im 
ersten Abschnitt (§ 17) eingehend beschäftigt. Wir wollen 
nun zeigen, wie sich die früher gefundenen Formeln durch 
Spezialisierung der Gleichungen (6) des vorigen Paragraphen 
ergeben. Um die Bezeichnung mit der im § 17 gebrauchten 
in Einklang zu bringen, setzen wir 

(1) 

(2) 
(3) 
(4) 

(6) 
(6) 



X ■■ 


-1>(m/o>i. 


<»8) = 


=pM 


s = 


KW, 


y ■■ 


= p(u/Sl, 


,^3)' 


=pW 


S = 


!>'(«), 


S>: 


= 4:(x-e^)(x- 


-«j)(«- 


-e»), 




s« 


= 4(y-* 


diy- 


-hXy- 


-h), 




k* 


_e,-e. 


k''- 


_ «1 - f « 


J 




x> 


_!«_-*» 


x'» = 


_*»-«! 
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Wir betrachten die Größen s^s^e^ als gegeben; die Be- 
zeichnung sei so gewählt, daß der absolute Betrag | fi — ^3 j 
größer oder wenigstens nicht kleiner ist als die absoluten 
Beträge | «2 "~ ^s I ^^^ I ^1 "" *2 i • ^^^ Vorzeichen der Größen 
X und x' wählen wir so, daß ihre reellen Teile positiv sind. 

Um die Gleichungen (7) des vorigen Paragraphen umzu- 
formen, benutzen wir die Gleichungen (§ 52 Schluß) 

(A, (ij V eine Permutation der Zahlen 1, 2, 3) 
und erhalten 

(7) p,(u) =i)(«/ß„ ^) =!>(«) + ^^^^f-'^ , 

(8) pM =p(u/£l„ f ) =!>(«) + ÖtJ=^(^.^, 

(9) 1>.(«)=1> («/^, ß,) -P(u) + ^ -;}^~^' ^- 

Die letzte Gleichung stellt die Landensche Transforma- 
tion dar. Wir wollen zunächst bei dieser stehen bleiben. Für 
e* = Ü3 ist 

und aus (9) folgt 

(10) e^-£s- («1 - «2) = - 2£i . 

Für u = Y iiiid ^= ^ + Sl^ nimmt p^(u)dieWertee^hzw. 

e^ an; die Zuordnung kann beliebig gewählt werden. Für diese 
Werte verschwindet die Derivierte 2?«(^); aber nicht die Deri- 
vierte p(u). Die Werte der Funktion |?(w), die den Werten 
JPqo(w) = ^ imd 2>^(m)= e^ entsprechen, sind demnach Wurzeln 
der Gleichung 

(y-*i)*= ih-hXh-h) = i^t-hY'^"- (6) 

Wir genügen der Gleichung (9), indem wir setzen 



<^^) [e,= ^,-2(5,-£,)x'=(5,-f,)[i(l + x")-2x^ 
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Eb folgt mit Rücksicht auf (5) und (10) 

Die Vorzeichen der Größen k und k' wählen wir so, daß 
ihre reellen Teile positiv sind. Es ist alao, weil der reellfr 

" < 1 ist 



*■----■ 



Teil von x' positiv und der absolute Betrag x 

ris) 

zu setzen. Aus die^r Gleichung folgt 

Weil der reelle Teil von x positiT iat^ ißt 1+«'|> 1^ 
folglich ist 

(U) |Ä|<|xi*. 

Die Gleichung (7) stellt die Gaußsche Transfonnation dar. 
Durch eine der eben durchgeführten ganz ähnliche Rech- 

nuug erhalteu wir 

e, 2e, 

(15) U = ^8 + 2(fi - «s) X = {f, - h) [- i (1 + "') + 2x] 

imd hierans folgt mit Kücksicht auf (5) 

/ « 



(16) 



1+1* 



und k* <i\x 



In § 19 haben wir gezeigt^ daß die wiederholte Anwendung 
der Landen sehen Transformation zur Berechnung des Integral» 
erster Gattung führt. Dabei haben wir uns aber auf reelle 
Werte des Moduls und der Integrationsgrenze beschränkt. 
Wenn eine dieser Größen einen komplexen Wert besitzt, so^ 
gestaltet sich dieses Verfahre^n zu umatändlich und wir haben 
deswegen im § 68 zwei Reihenentwicklungen hergestellt, difr 
in diesem FaU zur Berechnung des Integral wertes dienen können. 
Die erste dieser Reihen konvergiert im ungünstigsten FaU — 
wenigstens aDiiäherod - — wie eine geometrische Reihe^ deren 
Eeiheiiexponent gleich dem Modul ist, die zweite wie eine 
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Reihe, deren Exponent gleich dem komplementären Modul ist. 
Um zu einer stärker konvergierenden Reihe zu gelangen, trans- 
formieren wir das zu berechnende Integral erster Gattung 



00 



dy 



durch die Landen sehe Substitution (9) in das Integral 

00 

dx 



"'S 



^ 2y(x — e^){x — e^){x — e^) 

und benutzen zur Berechnung dieses Integrals die erste der 
obengenannten Reihenentwicklungen. Anstatt dessen können 
wir auch die G au ß sehe Transformation (7) anwenden und 
dann die zweite Reihenentwicklung benutzen. 

Das erste Verfahren ist vorteilhafter, wenn | x | < , x' | ist^ 
das zweite, wenn | x | > | x' i ist. Der ungünstigste Fall tritt 
ein, wenn 

ist. In diesem FaU folgt aus (13) 






Ä: = 



l — e " e 



- 12 



_ Tti Tti ^ni^ 

also 

1*1 = tgS = 0,268.... 

Denselben Wert liefert (16) für |Ä'j. 

Die Transformation (8) können wir benutzen, um eine 
^Funktion, die eine reelle Invariante aber eine negative Dis- 
krimruante besitzt, in eine p-Funktion mit positiver Diskrimi- 
nante zu transformieren (vgl. § 12) 

Nehmen wir an, die Größe a^ sei reell, die Größen a^ 
und £3 seien konjugiert imaginär. Aus (8) folgt, wenn wir 
w == (D^ setzen 

e, = -2£3. 

Die den Werten e^, e^ entsprechenden Werte 
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Bind Wurzeln der &leichnng 

Polglich ist 

Das Produkt der konjugiert imaginären Größen €^ — a^, s^ — a, 
ist positiv^ demnach sind die drei (rrößen e^^€^ reell. 

§ 104. Die TeUnnfirsglelohiing. Im § 100 haben 
wir gezeigt: wenn zwischen den Perioden 2(o^, 2(o^ und 2Äi, 
2£l^ der Funktionen 

X ^p {u/,(D^, (öj) und =p (u/il^, Ä,) 
die Beziehung besteht 

n ==ad — bc 

so ist X eine rationale Funktion w-ter Ordnung von z. 

Wenn der Wert x gegeben ist, so ist demnach g durch 
eine Gleichung w-ten Grades bestimmt. Die Aufgabe diese 
Gleichung zu untersuchen, läßt sich auf ein allgemeineres 
Problem zurückfuhren, auf das wir schon früher hingewiesen 
haben. 

Aus (1) folgt 

Diese Gleichungen zeigen, daß die Funktion z = p(u/^^, ^^ 
die Perioden 2n(o^j 2nG)^ besitzt. Nach Kleins Vorgang be- 
zeichnet man die doppelt periodischen Funktionen, denen diese 
Perioden zukommen, als elliptische Funktionen >^-ter Stufe. 
Sie lassen sich alle rational durch die beiden Funktionen 

p(u/n(o^, wog) = ^,p{^j(Oi, (Ö3) 
und 

p(u/n€3^, wog) = ;^ i?' m^v ^s) 
ausdrücken. Die Funktion 



y-p[^i(o^y(o^) 
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genügt^ wie wir gesehen haben (§ 53, Schluß) einer Gleichung 
w^-ten Grades von der Form 

(2) F{y)^A(^)-xB{^) = 

der „Teilungsgleichung^^ -^{v) ^^^'^ ^(y) bedeuten ganze 
Funktionen vom Grade n^ der Größe y; die Koeffizienten 
dieser ganzen Funktionen sind ganze Funktionen der Größen 
^gTj und ^3 mit ganzzahligen Koeffizienten. Die n^ Wurzeln 
y^^ der Teilungsgleichung (2) lassen sich in der Form 

(3) yx^.-p[-^ — Ir-^ ) ^,/* = 0,l,2,...,n-l 

darstellen (vgl. § 53). Diese n^ Werte sind im allgemeinen 
untereinander verschieden; eine Ausnahme tritt nur ein, wenn 
nu einer Halbperiode kongruent ist. 

Die Teilungsgleichung ist irreduzibel ; keine ihrer Wurzeln 
kann einer Gleichung niedrigeren Grades genügen, deren Koeffi- 
zienten ebenfalls in x rational sind. 

Zum Beweis nehmen wir einen Augenblick an, die Wurzel 
y^Q genüge der Gleichung <P(y) = 0, deren Koeffizienten 
ganze Funktionen von x sind. Wegen der Periodizität der 
Funktion x ^ p(u/(o^, (o^) ändern sich die Koeffizienten der 
Gleichung nicht, wenn wir den Wert u durch 

U +'2k(Di + 2fi(Ö8 

ersetzen. Infolge dieser Vertauschung tritt aber an Stelle 
der Wurzel 



yoo 



= ^(-J) die Wurzel y,,-p{^+^^^^''^)^ 



Folglich genügen der Gleichung C^(y) = die sämtlichen 
^2 Wurzeln der Teilungsgleichung. 

Um die Gruppe der Teilungsgleichung bestimmen zu 
können, müssen wir zunächst den Kationalitätsbereich des 
genaueren festsetzen (vgl. § 94). Wir wollen als rational be- 
kannt ansehen: 

1. Die rationalen Zahlen und die Invarianten g^ und g^, 

2. Die Größen ^ (!A^L±li^) ^nd y(ii^i±li^) 
A, |Lt = 0, 1, 2, • • • w ausgenommen A = /li = 0. 
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3* Die Größen p{u) und p*(u\ 

Mit den Gleichungen^ die die an zweiter Stelle genannteo 
Größen bestinimeiij werden wir uns in den näcbsten Para- 
graphen besebäftigen. 

Ersetzen wir in den Gleichungen. (3) die Variable u durch 
u -\- 2^(Di -\- 2pto^j ao tritt an Stelle der Wurzel y^^^^ die 
Wurzel y^i + K,^, ^i" (Die Indizes sind modulo n zu nehmen.) 
Wir scbließen hieraus: Zur Gruppe der Teilungsgleichnng ge- 
hört jedenfalls die Substitution S^^^ die die Wurzel y^^^ durch 
die Wurzel ^i^^^f,+y ersetzt. Die Anzahl dieser Substitutionen 
ist n^. Die Substitution S^^ läßt sit^h aus den Potenzen der 
beiden Substitutionen S^^ und S^^ zusammen setzen. Die Sub- 
stitution S^Q vermehrt den ersten Index jeder Wurzel um eine 
Einheit und läßt den zweiten ungeändert, die Substitution S^^ 
läßt den ersten Index un geändert und vermehrt den zweiten 
um eine Einheit- Es ist offensichtlich 

Weil die beiden Substitutionen ä^^ und S^^ vertausch bar 
sindy so bilden die n^ Substitutionen eine Abel sehe Gruppe f 
(b. § 98). 

Wir beweisen nun^ daß die Gruppe G der Teüungsglei- 
chuug mit dieser Gruppe T identisch ist. Zum Beweis nehmen 
wir einen Augenblick an^ die Gruppe G enthalte eine Sub- 
stitution Uj die nicht der Gruppe f angehört. Diese Sub- 
stitution ersetze die Wurzel %^ durch die Wurzel y^^^ Die 
Substitution F^ ^^Tq^q{j die ebenfalls nicht der Gruppe f 
angehört, läßt die Wurzel y^^ auf ihrem Platz, Aus unserer 
Annahme folgt also^ daß es eine Substitution der Gruppe G 
gibt, die die Wurzel i/^o ungeandert läßi Auf Grund des 
Additionstheorems der ^?- Funktion kann man die Wurzel 

rational dtirch die Größen 

ausdrücken. Nun ergibt sich durch Diflerentiation der Glei- 
diung (2) 
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Wir können daher die Größe 

rational durch die Wurzel y^^ und Größen unseres Rationa- 
litätsbereichs ausdrücken. Daraus folgt, daß sich auch die 
Wurzel y^^ rational durch die Wurzel y^^ und Größen unseres 
Rationalitätsbereichs ausdrücken läßt. Eine Substitution F, 
die die Größe y^Q ungeändert läßt, muß demnach alle n^ 
Wurzeln y^^^ ungeändert lassen. Die Annahme, in der Gruppe G 
komme eine Substitution vor, die nicht in der Gruppe f ent- 
halten ist, führt demnach zu einem Widerspruch. Damit ist 
bewiesen : 

Die Gruppe der Teilungsgleichung ist eine Abelsche 
Gruppe. 

Weil sich die Substitutionen der Gruppe G als Produkte 
der Potenzen von zwei Substitutionen S^q und Sq^ darstellen 
lassen, können wir die Auflösung der Teilungsgleichung auf 
die Auflösung von zwei binomischen Gleichungen vom Grade n 
zurückführen (vgl. § 98). 

Die Teilung des Arguments der jp- Funktion durch eine 
zusammengesetzte Zahl n kann durch die sukzessive Teilung 
durch die Faktoren von w ersetzt werden. Man kann sich 
deshalb darauf beschränken, die Gleichungen genauer zu unter- 
suchen, die der Teilung durch eine Primzahl entsprechen. 

Für den einfachsten Fall » = 2 wollen wir die Rechnung 
durchführen. Wir setzen 



(4) 



^(w) =1> (y) +1> (y + Ol) +i) (-J + 0),) +p{y + «'s) 
/i(«) = J> (1) + 1» (y + «i) -1> (y + Cf) -!> (y + «s) 

/i(«) =p(y) +i' (y + '"«) -P (1 + '"i) -P (y + '"») • 

Die Funktion ff){u) besitzt die Perioden 20^, 2a)g. Sie 
wird im fundamentalen Periodenparallelogramm (2(Dj, 2a>g) nur 
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im Nullpunkt unendlich und zwar zur zweiten Ordnung. 
Für w = ist 

Hm[/oW-y = 0. 

Hieraus folgt 
(5) /-«(m) = Ap(u). 

Die Funktion fi(u) hat die Periodizitätseigenschaften 

j/;(M + 2o,)=/i(M) /;(M+2(D,) = -/i(M) 

Im fundamentalen Periodenparallelogramm {2(o^, 2c3^) wird 
die Funktion fi(u) nur im Nullpunkt unendlich und zwar zur 
zweiten Ordnung. In den Punkten ©g, (03 verschwindet sie 
zur ersten Ordnung. Das Produkt der beiden Funktionen 

y^W-., = ^| und y^i^^e.^"-^^- (§54,N.9) 

besitzt dieselben Periodizitätseigenschaften (6) (s. § 55, Nr. 4), 
dieselben einfachen Nullpunkte und denselben Unstetigkeits- 
punkt zweiter Ordnung. Dieses Produkt unterscheidet sich 
daher von fi(u) nur um einen konstanten Faktor, der sich 
aus der Bedingung 

lim ^^1 («*) = ! 

ergibt. Wir erhalten 

(7) /; («) = 4 V^y^'e, y^W^'e, . 

Analog ergibt sich 



(8) f,iu) = Ay^(^e,yp{u)-e„ 

(9) f,(u) = 4 y^(u)^e, ypW- e, ■ 

Substituieren wir die Werte (5), (7), (8) und (9) in (4> 
und addieren wir dann diese Gleichungen, so ergibt sich 



p (y) = p(«) -f- V^W-ß» • Vp W — «8 



+ Vp(^-es-Vp(u)-ei + yp{u)-ei-yp(uj-ei. 
Die drei Quadratwurzeln genügen der Gleichung 

p'(u) 2 yp{u)-ei ■ V^W -~e» • VR^)-«» • 
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Es ist also, da wir i)'(n) als bekannt betrachten, eine 
derselben durch die beiden anderen bestimmt. 

Die Teilung durch eine ungerade Primzahl n kann man 

in ähnlicher Weise durchführen: die Funktion p (—j läßt sich 

rational durch die in § 54 eingeführten w^— 1 Funktionen ^^^(w) 
und die Funktionen p(u) und p(u) ausdrücken. Wir wollen 
hierauf nicht weiter eingehen. 

§ 105. Die Teilung der Perioden. Bei unseren Be- 
trachtungen über die Teilung des Arguments der ^-Funktion 
haben wir die Größen 

(1) p /2X ay,+2ii(oA 

als rational bekannt betrachtet. Wir wollen uns nun mit der 
Gleichung beschäftigen, die diese Größen bestimmt. Bei dieser 
Untersuchung haben wir als rational bekannt zu betrachten 

1. die rationalen Zahlen, 

2. die Invarianten 19^2 und g^, 
und wir wollen überdies 

3. die «-ten Einheitswurzeln in den Rationalitätsbereich 
aufnehmen. 

Die Teilung der Perioden durch eine zusammengesetzte 
Zahl kann — analog wie dies bei der Teilung des Arguments 
geschehen ist — durch die sukzessive Teilung derselben durch 
die Faktoren ersetzt werden. Wir können uns daher, den 
trivialen Fall w = 2 bei Seite lassend, auf die Teilung der 
Perioden durch eine ungerade Primzahl n beschränken. Die 
Teilungsgleichung ergibt sich unmittelbar aus der Gleichung 
(24) des § 53. Setzen wir 

n ' 

so wird die Funktion p(nu) unendlich, daraus folgt, daß dia 
Größen (1) der Gleichung ^(w*— l)-ten Grades 

(2) %(«>-i)(^)-0 

genügen. Die Koeffizienten dieser Gleichung sind ganze Funk- 
tionen der Größen ^g^ und g^ mit ganzzahligen Koeffizienten.. 
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Für die Wurzeln (1) dar Teilimgsgleielmng führeu wir 
«ine abkürzende BezeicKnung ein; wir setzen 



<3) 



Hf, ■ 



■.( 



21 Wj + 2ftm^\ 



k, Ii^0jlj2f "'^ n— 1 mod n , 
ausgenommen JL ^ ^ ^0. 

'Die Indizes k^ ^ sind nur modulo ji bestimmt. Weil die 
Funktion p(u} gerade ist, ist 

%u setzen. 

Es handelt sieh nun vor allem dämm, die Gruppe der 
Gleichung (2) zu bestimmen. 

Die Größen g^ und g^ und folglich auch alle Größen des 
festgesetzten Rationalitätsbereiches bleiben ungeändert, wenn 
wLi^ die Halbperioden o^, m^ durch die äquivalenten Halb- 
perioden 

{&) eJi' = «0?! -j- ßti}^ (Dg' = j^ßj^ + drag 

ereetzen. Hier bedeuten aßyS ganze Zahlen, die der Bedingung 

{6) aS-ßy^\ 

genügen. Die Substitution (o) bewirkt demnach eine Permu- 
tation der Warzeln der Gleichung (2 ), die sicher in der Gruppe 
der Gleichung enthalten ist. 

An Stelle der Wurzel x^^^ tritt die Wurzel Xi*^,^ deren 
Indizes durch die Kongruenzen 
{7) ±X'=al + f^ ±^'=ßX^ &ii mod n 

bestimmt sind (vgL (4}), Die Gesamtheit der Substitutionen, 
die durch derartige Xongnieozen charakterisiert sind, bildet 
eine Gbiippe und es steht von vornherein fest, daß dies© 
Gruppe entweder mit der Gruppe der Teüungsgleichung (2) 
identisch ist, oder daß sie eine Untergruppe derselben ist. 
Wir werdfoi im § 107 nachweisen, daß der erstere Fall eintritt. 
Für die Bestimmung der Indizes X\u' (7) kommen nur 
die Beste der Zahlen aßyö modulo n in Betracht^ und weil 
den Indizespaaren X'pL und — l' — ^' dieselbe Wurzel ent- 
-spricht (4), entspricht den Substitutionskoeffizienten 

r2 

\yo/ \—y 



- c: :2) 



§ 106. Die Teilung der Perioden. 353 

dieselbe auf die Wurzeln bezügliche Substitution. Der Grad 
der Gruppe G ist demnach halb so groB als die Anzahl der 
verschiedenen Lösungen der Kongruenz 

(8) ad — ßy^l modw. 

Wenn wir a als nicht teilbar durch n annehmen^ so können 
wir die Zahlen ß und y beliebig wählen; dieser Annahme ent- 
sprechen also {n—l)n^ Lösungen der Kongruenz. Ist « = 0, 
so kann S beliebig gewählt werden und die Wahl von ß unter- 
liegt nur der Beschränkung^ daß ß nicht durch n teilbar sein 
darf. Dieser Annahme entsprechen also n(n — l) Lösungen 
der Kongruenz. Der Kongruenz (8) genügen also w(w* — 1) 
inkongruente Zahlenquadrupel und der Grad der Gruppe @ ist 
daher ^w(«*— 1). 

Nehmen wir an, eine bestimmte Substitution der Gruppe ® 
ersetze die Wurzeln x^^, x^^ durch x^if^» bzw. durch x^'^'. Es 
bestehen dann neben den Kongruenzen (7) die beiden Kon- 
gruenzen 

(9) +x'^ax-)-yi/ ±v^ßx + dv modw. 

Dabei ist zu bemerken, daß in jedem der beiden Kon- 
gruenzenpaare (7) und (9) gleichzeitig die oberen oder die 
unteren Zeichen gelten. Aus den vier Kongruenzen folgt mit 
Rücksicht auf (8) 

(10) X'v — fi'x = ± (Xv — fiTc) mod n. 

Nehmen wir nun umgekehrt an, es sei die eine der in 
(10) zusammengefaßten Kongruenzen erfüllt und nehmen wir 
weiter an, die Determinante Xv — fix Bei nicht durch n teilbar. 
Unter dieser Voraussetzung gibt es eine und nur eine Sub- 
stitution der Gruppe ®, die gleichzeitig die Wurzel x^^^ durch 
x^,^, und die Wurzel x^^ durch x^,^, ersetzt. 

Zum Beweis bestimmen wir die Zahlen aß yd durch die 
Kongruenzen (7) und (9) und zwar wählen wir, wenn in (10) 
das obere Zeichen gilt, in den beiden Kongruenzenpaaren 
gleichzeitig die oberen oder die unteren Vorzeichen; wenn da- 
gegen in (10) das untere Zeichen gilt, so wählen wir in einem 
der beiden Kongruenzenpaare das obere, in dem andern das 

Dnröge-Maurer, elliptische Funktionen. 5. Aufl. 23 
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untere Vorzeichen. Auf Grund dieser Bestimmung zieht die 
Kongruenz (10) die Kongruenz (8) nach sich. 

Wir heben einen Spezialfall hervor, von dem wir später 
Gebrauch machen werden: es gibt in der Gruppe ® eine Sub- 
stitutionj die gleichzeitig ^^^^ durch x^^ und x^^ durch x^^, er- 
setzt. Der Index v' ist durch eine der beiden Kongruenzen 

+ v' ^ JLv — fi 3t mod n 

beetimmt. 

Weil die Gruppe @ Substitutionen enthält, die die Wurzel 
j;^ durch eine beliebige andere Wurzel x^,^^, ersetzen, ist sie 
transitiv. Dasselbe gilt daher auch für die Gruppe der Tei- 
lungBgleichung. Die TeilungBgleichung ist demnach irredu- 
zibel (§ 95), 

Der Beweis, daß & die Gruppe der Teilnngsgleichung ist, 
stützt sich auf gewisse Relationen zwischen den Wurzeln der 
TeilungsgleichuDgj die Abel — allerdings in etwas anderer 
Form — angegeben hat. Diese Relationen wollen wir zunächst 
entwickeln. 



§ 106. Die Abelschen Delationen. Die Funktion 

wird nur in zwei Punkten des Periodenparallelogramms un- 
endlich und zwar zur ersten Ordnung. Es sind das die Punkte 
oj^ und m^; die Zahlen a^ ß^ y sind eine Permutation der 
Zahlen 1, 2, 3. Den beiden Unstetigkeitspnnkteu entsprechen 
entgegengesetzt gleiche Residuen (§ 50). Die Funktion /*„(«) 
besitzt die Perioden 2m^j 2g}^ und sie genügt außerdem der 
Gleichung 

(2) /■«(»+«„) = -/;(«)• 

Zum Beweis ist zu bemerken: die Summe fj^{u + m^)-\' f^(u) 
wird weder im Punkt gj,^ noch im Punkt m^ unstetig p denn 
in diesen Punkten wird zwar jeder der Summanden zur ersten 
Ordnung unendlich, aber die Residuen derselben haben ent- 
gegengesetzt gleiche Werte. Die Summe wird also im Perioden- 
parallelogramm nirgends unstetig und ist daher als doppelt 
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periodische Punktion konstant; da sie für w = verschwindet, 
so ist sie identisch Null. 

Wir setzen nun unter x eine beliebige und unter n eine 
ungerade positive ganze Zahl verstehend 

(3) i^»=2*«'^r„(«+^)- 

r = 

Das allgemeine Glied der rechts stehenden Summe bleibt 
ungeändert, wenn wir den Index v um ein Multiplum der 
Zahl n vermehren. Wir können deshalb die Summation statt 
über die Indizes bis w — 1 über ein beliebiges voUständiges 
Restsystem nach dem Modul n erstrecken. 

Die Funktion F^(u) wird in den Punkten 

cö^--^ und cöy--^^ (i; = 0, 1,2, ...,w-l) 

und in den homologen Punkten zur ersten Ordnung unendlich. 
Die Funktion FJ^ besitzt ebenso wie die Funktion fj<yl) 
die Perioden 2©!, 203, sie genügt aber außerdem der Gleichung 

(4) F„(« + ^) = e"^V». 

Der Beweis ergibt sich aus der Gleichung 

Aus der Gleichung (3) ergibt sich mit Rücksicht auf (2) 

v = 

Weil die Zahl n nach Voraussetzung ungerade ist, ist 
eine ganze Zahl, folglich ist 

g « _-. g n , 

28* 
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Die Zahlen v und l durchlaufen gleichzeitig ein voll- 
standiges Restsjstem nach dem Modul n. Folglich ist 

Die Funktion F^{u) besitzt also die Periodizitätseigen- 
Schäften 

(5) F,{u + '^) c"^V,(«) F,{u + 2m,)^FM- 

Die Funktion F^(u) kann demnach auch als elliptische 

Funktion zweiter Art mit den Perioden — , 2cd8 aufgefaßt 

werden (§ 56); als solche hesitzt sie in dem fundamentalen 

Periodenparallelogramm (— , 2(oA nur den einen ünstetigkeits- 

punkt w = (Ö3 . 

Aus den Gleichungen (2) und (4) folgt, daß die Funktion 
F^{u) den Gleichungen 

(6) F,(m + '-^) = c'^Z,(«) F,{u + ^,) F,{u) 

genügt. Die Funktion F^{u) ist demnach eine elliptische 
Funktion zweiter AH; mit den Perioden — -, o«. In dem fun- 

damentalen Periodenparallelogramm (-^, (o^) ü^gt ^^^ ^^^ Un- 

stetigkeitspunkt derselben, der Punkt w == — • 

Aus den Gleichungen (2) und (4) folgt femer, daß die 
Funktion F^(u) den Gleichungen 

(7) F,[u + ^^^) = e-~-^F,{u) F{u + a>,) F,(«) 

genügt. Die Funktion F^{u) ist also eine elliptische Funktion 
zweiter Art mit den Perioden -^ . cd«. Im fundamentalen 



n 



i/g. 



Periodenparallelogramm (-^, 203) wird sie nur im Punkt — 
unstetig. 

Die drei elliptischen Funktionen zweiter Art jP^, F^y F^ 
haben die Eigenschaft, daß ihre Periodizitätsfaktoren 2n-te 
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Einheitswurzeln sind. Diese Eigenschaft führt sofort zur Be- 
stimmung ihrer Nullpunkte. 

Im § 54 haben wir uns mit einwertigen Funktionen der 
Variabehi u beschäftigt, von denen eine Potenz doppelt perio- 
disch ist. Wir haben uns dabei auf Funktionen beschränkt, 
die nur in einem Punkt des fundamentalen Periodenparallelo- 
gramms unstetig werden, und angenommen, daB der Unstetig- 
keitspunkt in den Nullpunkt falle. Wir haben bewiesen, daß 
eine derartige Funktion auch nur in einem Punkt v des 
Periodenparallelogramms verschwindet. Damit die 2 w-te Potenz 
der Funktion die Perioden 2(öi', 2(d^' besitzt, muß v einer Glei- 
chung der Form 
(8) V = ^<+^< 



n 



genügen, wo A, > beliebige ganze Zahlen bedeuten (§ 54, Nr. 4; 
in dieser Gleichung ist n durch 2n zu ersetzen). Die einem 
bestimmten Zahlenpaar A, ft entsprechende Funktion haben wir 
mit Oj^^(u) bezeichnet. Sie hat die Periodizitätseigenschaffcen 
(§ 54, Nr. 7) 

Die Funktion Oj^^{u — a) besitzt dieselben Periodizitäts- 
eigenschaffcen. Zwischen ihrem Unstetigkeitspunkt a und ihrem 
Nullpunkt h ^ V -{• a besteht die Beziehung (8) 

(10) j_a = ^<±E<. 

Um die Funktion <^Xf^{u) mit der Funktion F^{u) zu 
identifizieren, müssen wir setzen (vgl. (6) u. (9)) 

Aus (10) folgt 

(11) & = ^-- 

Um zur Funktion F^{u) zu gelangen, setzen wir (vgl. (6) 
und (9)) 



CD 



<=-:- < = ^ f* = 4x A = -(2x + l)« a = ^ 
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Wir erhalten (10) für den Nullpunkt b wieder dieselbe 
Gleichung (11). 

Um zur .Funktion F^{u) zu gelangen, setzen wir (vgl. (7) 
und (9)) 

f (Ol , OD. AI ^\ 

1 n * 2 ^ n 

Die Gleichung (10) ergibt auch in diesem Fall wieder 
denselben Nullpunkt (11). Die drei Funktionen F^^ F^y F^ be- 
sitzen daher denselben Nullpunkt (11) und alle gemeinsamen 
Nullpunkte der drei Funktionen lassen sich in der Form 

darstellen, wo a, ß ganze Zahlen bedeuten. 

Ein gemeinschaftlicher Nullpunkt der drei Funktionen 
F^F^F^ (3) ist auch Nullpunkt der beiden Funktionen 

AxvTti 
n-l n-lß « piuA -| 

und vice versa. Folglich bestehen für jede Zahl x die Glei- 
chungen 

Dagegen können, wenn die Zahlen A und x nicht modulo n 
kongruent sind, nicht gleichzeitig die beiden Ausdrücke 

4.xv7ti ^ , ^, 

. — - — /2v(o. + 2Xa).\ 

verschwinden. 

Den Inhalt der Gleichungen (12) bezeichnet man als Abel- 
sche Relationen. Man kann aus den angegebenen Gleichungen 
weitere ableiten, indem man das Periodenpaar 2(o^, 2(d^ durch 
ein äquivalentes Periodenpaar ersetzt. Wir gehen darauf nicht 
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weiter ein, weil die Relationen (12) für unsere Zwecke aus- 
reichen. 

§ 107. Beweis, daß die Gruppe & die Gruppe der 
Teilungsgleioliung ist. Weitere Relationen zwischen den 
Wurzeln der Teilungsgleichung ergeben sich aus dem Multi- 
plikationstheorem und dem Additionstheorem der p-Funktiou. 
Wir setzen zur Abkürzung 

Zwischen den Größen x^iu und äj^^ besteht die Beziehung 

(1) 4V ^ 4a;J^ — g^xxiu — 9s . 

Auf Grund des Multiplikationstheorems der ^-Funktion 
(§ 53) ist, wenn a eine beKebige ganze Zahl bedeutet 

R^ bedeutet eine rationale Funktion des angezeigten Arguments, 
deren Koeffizienten dem festgesetzten Bationalitätsbereich an- 
gehören. Aus dieser Gleichung folgt 

p\au) = - R(j>{u))p{u) . 

Folglich ist 

(2) a;„;;,„, = i?>,^) 
und 

(3) x'aX^an = — B\Xx^)XXfji. 

Das Additionstheorem der jp- Funktion können wir in der Form 
schreiben 

p{u + v)^ ^0(M), p{v)) + Bi^{u),p{v))p\u)p\v) (§ 52, Nr. 8j. 

Hier bedeuten A, B rationale Funktionen der angezeigten 
Argumente, deren Koeffizienten dem festgesetzten Bationalitäts- 
bereich angehören. Aus dieser Gleichung folgt 

(4) ^A + x,/u+v^ ^\^Xfi} ^xJ + -^K^Xfiy ^xvJ^lfi^xv 

Wir ersetzen die Indizes A, ft bzw. durch aky afi und die 
Indizes x, v bzw. durch ßx, ßv und erhalten 

[ + Jö(ir„;^^^^, X^^^^^^JXax^afi^ßx.fiv 
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Wegen (2) ist 

und wegen (3) ist 

Zufolge (4) können wir das Produkt Xif^x^v rational durch 
die Größen x^^^, x^^ und Xj^^^^^_^^ ausdrücken. Substituieren 
wir die angegebenen Ausdrücke in (5), so erhalten wir eine 
Gleichung der Form 

W ^a;i + /3fx,a|U+^v=^ -^aiiK^X^y ^xvf ^X-{-x, fi + v) ' 

Hier bedeutet P„^ eine rationale Funktion der angezeigten 
Argumente ^ deren Koeffizienten unserem Rationalitätsbereich 
angehören. 

Es sei nun ü eine beliebige Substitution, die der Gruppe 
der Teilungsgleichung angehört. Diese Substitution ersetze 
die Wurzeln x^q, Xq^ durch die Wurzeln x^^ bzw. x^^. Die 
Determinante Xv — fix ist nicht durch n teilbar. Zum Beweis 
ist zu bemerken: die Iifdizes l und fi können nicht beide 
durch n teilbar sein, folglich gibt es, wenn die Determinante 
durch n teilbar ist, eine Zahl q, die den beiden Kongruenzen 

qX^x ()fi^v mod « 
genügt. Folglich ist (2) 

Die zur Substitution U inverse Substitution ersetzt x^ 
durch x^Q, also x^^ durch 

und dies widerspricht unserer Annahme, daß die Substitution U 
x^^ an Stelle von XQ^ treten läßt. 

Weil die Determinante Iv — ^x nicht durch n teilbar ist, 
gibt es in der Gruppe @ eine Substitution V, die X;^ durch 
x^Q und x^^ durch Xq^ ersetzt. Die Zahl ß ist durch die 
Kongruenz 

±ß^lv — ^x modw 

bestimmt (^^§ 105 Schluß). Das Vorzeichen von ß können wir 
nach Belieben wählen (vgl. § 105, Nr. 4). Wir werden sofort 
darüber verfügen. 
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Weil die Gruppe ® in der Gruppe der Teilungsgleichung 
enthalten ist, gehört dieser Gruppe auch die Substitution 

(7) W^UV 

an. Diese Substitution läßt die Wurzel x^q auf ihrem Platz 
und ersetzt x^^ durch Xq^. Wegen (1) muß sie daher an 
Stelle des Produkts iclo^oi entweder das Produkt irioa?o/* oder 
das Produkt — Xio^oi^ treten lassen. Wenden wir die Sub- 
stitution W auf die rechte Seite der Gleichung (4) 

an, so geht dieselbe in 

(8) ^(^10; ^0^) ± -B(^io; ^o/*Xo K(i 

über. Je nachdem das obere oder das untere Zeichen gilt^ 
ist dieser Ausdruck =x^^ oder =^i,_^. Wir wollen nun 
das Vorzeichen von ß, das bisher noch nicht fixiert ist, so 
wählen, daß in (8) das obere Zeichen gilt. Unter dieser 
Voraussetzung ersetzt die Substitution W die Wurzel x^^ 
durch x^^, ; 

In der Gleichung (6) ersetzen wir nun die Buchstaben 

l ^ X V a ß 
bzw. durch 

1 ß X fi. 
Wir erhalten 

und speziell für /3 =» 1 

(10) ^;i^=^A.aKo.^ou^ii)- 

Der Vergleich der Gleichungen (9) und (10) zeigt: die 
Substitution TT, die die Wurzeln x^qXq^x^^ bzw. durch x^qXq^x^^ 
ersetzt, läßt an Stelle der Wurzel Xj^^^ die Wurzel Xj^^^i^ treten. 

Bisher haben wir nur von den Relationen zwischen den 
Wurzeln Gebrauch gemacht, die sich aus den Gleichungen (2) 
und (4) ergeben. Um auch die Ab eischen Relationen heran- 
ziehen zu können, müssen wir zunächst feststellen, welche 
Wirkung die Substitution W auf die Größe x'^ ^ ausübt. Da 
ist von vornherein klar, daß an Stelle von x\ entweder x' ^ 
oder — x\ß treten muß (1). 
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Wir setzen in (4) 

X = 1 V = 
und erhalten 

Wenden wir die Substitution W an, so folgt 

Diese Gleichung ist nur richtig, wenn das obere Zeichen 
gilt. Es wird also das Produkt oo^^x'j^^^ durch oc'^^x' ersetzt. 
An Stelle der Größe ic^ tritt also, je nachdem x[q ungeändert 
bleibt oder sein Vorzeichen wechselt, x. .. oder — x\ ^ , 

Wir wenden nun die Substitution W auf die Ab eischen 
Relationen 

Vi;,_ = und §i_^ = 

an (Gleichung (12) des vorigen Paragraphen). Die rechten 
Seiten dieser Gleichungen gehen über in 

^Xfxiii AX/uTti 

n-1 ~ ' n-1 ~ 

\^fI^Mr _L- > tlßlL . 



;i=o ^» 



bzw. + 



o?', 



/*/«« 2 = ^/'M 

Diese Ausdrücke können nur dann beide verschwinden, 
wenn /3 = 1 mod n ist. In diesem Fall läßt die Substitution W 
alle Wurzeln ungeändert, es ist also (7) 

ür=i. 

Weil die Substitution V der Giiippe @ angehört, gilt 
dasselbe für die Substitution U, die beliebig aus der Gruppe 
der Teilungsgleichung ausgewählt werden konnte. 

Wir ziehen aus den vorausgehenden Entwicklungen noch 
eine Folgerung. Wenn die Teilungsgleichung aufgelöst ist, so 

muß man, um die Größe x[q = py ^^A zu bestimmen, noch eine 

Quadratwurzel ausziehen. Die übrigen Größen x^ ^ lassen sich 
rational durch die Größen X;^^^ und x[q ausdrücken. 
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§ 108. Beweis, daß die Oruppe @ für n > 3 ein- 
fach ist. Wir haben im § 39 gezeigt, daß sich jede Sub- 
stitution mit der Determinante 1 

deren Koeffizienten ganze Zahlen sind, aus den drei Sub- 
stitutionen 

(1) ©i' = — Ol ßJs' = — CÖ3 , 

(2) 0/ = CÖ3 03' = — cöi , 

(3) oj/ = ©i 03' = cöi + (Ö3 

zusammensetzen läßt. Dieser Satz behält seine Greltung, wenn 
man die Substitutionskoeffizienten durch ihre Reste modulo n 
ersetzt. 

Wenn man die Substitutionen 

CS - c: --T 

als nicht verschieden betrachtet, so ist die Substitution (1) 
mit der identischen Substitution äquivalent und kann daher 
weggelassen werden. Die Substitutionen der Gruppe @ lassen 
sich demnach aus den Substitutionen 

zusammensetzen. 

Um zu beweisen, daß die Gruppe & einfach ist, brauchen 
wir daher nur zu zeigen, daß eine ausgezeichnete Untergruppe f 
der Gruppe & entweder die Substitutionen 8 und T enthält 
oder sich auf die identische Substitution reduziert. 

Wir beweisen zunächst: enthält die Gruppe @ eine 
Substitution von höherer als der zweiten Ordnung, 
so enthält sie auch die Substitutionen S und T. 



*) Eine Substitution (A) gji = ofßji' + 1^®»' ®8 ==y<"i' + ^^^s' i^* 
durch Angabe ihrer Koeffizienten vollständig bestimmt. Wir bezeichnen 

sie daher durch das Symbol ( ^j oder auch durch die symbolische 
Gleichung -^ = ( \A - 
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Wenn die Koeffizienten der Substitution 

-CO 

der Bedingung « + d = mod n genügen, so ist die inverse 
Substitution 

— (.:-0-(:::D-. 

folglich ist die Substitution A von der zweiten Ordnung. 
Setzen wir also voraus, daß die Substitution A von höherer 
als der zweiten Ordnung ist, so ist die Summe a + S nicht 
durch n teilbar. Wir wollen überdies vorerst annehmen, daß 
auch der zweite Koeffizient ß nicht durch n teilbar ist. 

Nehmen wir nun an, die Substitution A gehöre einer 
ausgezeichneten Untergruppe f der Gruppe & an. Dieser Unter- 
gruppe gehört auch die transformierte Substitution S^'^'AS^ 
(§ 91), folglich auch die Substitution 

an. Nun ist 



B = S-'AS''Ä' 



\—v l/Xy Sj \y — av 8 — ßv) 

Xy-^-av + ßvj 



Folglich ist 

(4) a^ßy + a^+aßv, 

(5) ß'^{a+d)ß + ß'v, 

(6) • y^{a + 8)y + {\-a^)v-aßv\ 

(7) ö'^ßy + ö^- aßv - /3V. 

Wir bestimmen nun v durch die Kongruenz 

(8) /Ji; = — (« + tf) mod n. 

Zufolge unserer Voraussetzungen besitzt diese Kongruenz 
eine von Null verschiedene Wurzel. Aus (5) folgt nun 

(9) ^' = 0. 
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Aus (4) und (7) folgt mit Rücksicht auf (8) 

(10) a'+«' = a*+**+2/3y-(a + d)« = -2. 
Aus der Kongruenz 

a'i'-ß'y' = 1 

folgt mit Rücksicht auf (9) und (10) 

(11) a=S' = -l. 
Aus (6) folgt mit Rücksicht auf (8) 

Folglich ist y' nicht durch n teilbar. 
Wegen (9) und (11) ist 

„ /-l 0\ / 1 0\ 
und hieraus folgt 

Wählen wir l so, daß y';L = — 1 ist, so ist B^= S. Die 
Gruppe r enthält demnach die Substitution S. Als aus- 
gezeichnete Untergruppe enthält sie auch die Substitution 

— -(r:)CDu:)-ri) 

und folglich auch die Substitution 

-(r:)G:)-(M) 

und die Substitution 

— (M)G-;)-c-:)-- 

Die Gruppe f enthält also auch die Substitution T. 

Bei unserem Beweis haben wir außer der Voraussetzung, 
daß die Grruppe f eine Substitution Ä von höherer als der 
zweiten Ordnung enthält, auch noch die weitere Voraussetzung 
benutzt, daß der zweite Koeffizient ß dieser Substitution nicht 
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durch n teilbar ist. Von dieser letzteren Yoraussetzmig können 
wir uns frei machen. 

Nehmen wir an, die Gruppe f enthalte die Substitution 

deren dritter Koeffizient y nicht verschwindet, so enthalt sie 
als ausgezeichnete Untergruppe auch die transformierte Sub- 
stitution 

deren zweiter Koeffizient nicht yerschwindet. 
Enthält die Grruppe f die Substitution 



"(o dj' 



so enthält sie auch die Substitution 

— CJ)(::)G-;)=(on- 

Der zweite Koeffizient dieser Substitution kann nicht ver- 
schwinden. 

Denn aus den Kongruenzen 

a* = l * — « = 

würde a = Ä = ± 1 folgen. Die Substitution A würde sich 
also auf die identische Substitution reduzieren, entgegen unserer 
Voraussetzung. 

Nunmehr ist bewiesen: enthält die ausgezeichnete Unter- 
gruppe r eine Substitution von höherer als der zweiten Ord- 
nung, so enthält sie die Substitutionen 8 und T, also alle 
Substitutionen der Gmppe @, ist also keine Untei^uppe im 
eigentlichen Sinn des Worts. 

Wir nehmen nun an, die Gruppe f enthalte außer der 
identischen Substitution nur Substitutionen zweiter Ordnung. 
Diese genügen, wie oben gezeigt worden ist, der Bedingung, 
daß die Summe des ersten und vierten Substitutionskoeffizienten 
durch n teilbar ist. 
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Wie soeben nachgewiesen wurde, enthält die Gruppe f^ 
wenn sie sich nicht auf die identische Substitution reduziert^ 
eine Substitution 



\y —cc/ 



deren zweiter Koeffizient ß nicht verschwindet. Für die Koeffi- 
zienten der ebenfalls in f enthaltenen Substitution 



B=S-^ÄS 



■^-C ^) 



gelten in diesem FaU, weil a*+ /Jy = — 1 ist, die Kongruenzen 
(vgl. (4) bis (7)) 

(12) a=-l + aßvy 

(13) ß'^ ß'v, 

(14) <r = -(l+a/5t; + /3V). 

Die Kongruenz (13) zeigt, daß die Substitution B von 
der identischen verschieden ist. Sie muß daher von der Ord- 
nung zwei sein und es ist folglich ((12) und (14)) 

a' + (r = = -2- ff'v^ 

Diese Kongruenz besitzt höchstens zwei inkongruente 
Wurzeln. Wir können deshalb, wenn w > 3 ist, eine durch n 
nicht teilbare Zahl v so wählen, daß die Kongruenz nicht er- 
füllt ist, und unsere Annahme führt daher in diesem Fall zu 
einem Widerspruch. Dieser Widerspruch tritt nicht ein, wenn 
n = 3 ist, denn das Quadrat jeder durch 3 nicht teilbaren Zahl 
ist = — 2. In der Tat bilden im Fall w = 3 die drei Sub- 
stitutionen zweiter Ordnung 

zusammen mit der identischen Substitution eine ausgezeichnete 
Untergruppe der Gruppe ®. 

Die Gruppe ® der Gleichung, von der die Teilung 
der Perioden abhängt, ist einfach, wenn der Teiler n, 
eine Primzahl > 3 ist. 
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§ 109. Besolventen der Teilnngsgleleliiing. Die 

AufloBnng der Teilungsgleichnng 

kann auf die Auflösung von Gleichungen niedrigeren Grades 
zurückgeführt werden. Unter diesen Resolyenten gibt 
es aber keine Ton niedrigerem als dem n-ten Grad. 

Zum Beweis bezeichnen wir mit q)^ eine rationale , nicht 
symmetrische Funktion der Wurzeln der Gleichung (1), mit 
<Pi(Pz ' • ' <Ptn die verschiedenen Werte, in die sie durch die 
Substitutionen der Gruppe ® übergeführt werden kann. Die 
Substitution «-ter Ordnung 



S 



-G?) 



kann nicht alle m Werte ffi^fi - - - 9^m angeändert lassen, denn 
sonst müßte sie einer ausgezeichneten Untergruppe der Gruppe @ 
angehören (§ 92, Schluß). Eine derartige Untergruppe gibt es 
aber im Fall »>3 überhaupt nicht; im Fall n = 3 gibt es 
zwar eine ausgezeichnete Untergruppe, aber diese enthalt außer 
der identischen nur Substitutionen zweiter Ordnung (s. den 
Schluß des vorigen Paragraphen). 

Es sei nun q)^ eine Funktion, die bei Anwendung der 
Substitution S eine Änderung erfährt. Zwei verschiedene 
Potenzen dieser Substitution — S^ und S'" — können ip^ nicht 
in denselben Wert tp^ überführen, denn sonst würde die Sub- 
43titution S^~'" die Funktion (p^ ungeändert lassen und dasselbe 
würde für die verschiedenen Potenzen dieser Substitution, also 
auch für die Substitution S selbst gelten, entgegen imserer 
Voraussetzung. Unter den Werten 9>i9>2 . . . 9>,„ müssen daher 
n verschiedene vorkommen, es ist also m^n. 

In den Fällen w = 3, 5, 7, 11 gibt es in der Tat Resol- 
venten w-ten Grades; ist dagegen w> 11, so gibt es nur Re- 
solventen von höherem als dem n-ten Grad. 

Auf den Beweis dieses interessanten Satzes wollen wir 
nicht eingehen, sondern wir beschränken uns auf den Nach* 
weis, daß es in jedem FaU Resolventen n + 1-ten Grades 
«ibt. 
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Wir setzen, die im § 102 eingeführte Bezeichnungs weise 
wieder aufaehmend, 

(2) a^^'-^^^i^ (9 = 0,1,2,..,.-!) a„-^ 

und ordnen die ^(w^— 1) Wurzeln der Teilungsgleichung (1) 

in w -f- 1 Reihen 

(3) K«,) l'(2«,)---l'f^a^) ((. = 0,l,2,...,n-l;oo). 

Eine Substitution der Gruppe ® ersetzt die beiden Wurzeln 
^Xfiy ^xv durch zwei Wurzeln ä*^,^,, x^^,^,, deren Indizes einer 
der Kongruenzen 

l'v — iL'K ^-^Xv — |Ltx mod n 

genügen (§ 105, Nr. 10). Gehören die beiden Wurzeln x^^^ 
und x^^ derselben Reihe (3) an, so ist iLi; — /lix = und es 
gehören folglich auch die beiden Wurzeln Xj^,^, und x^, ^, einer 
und derselben Reihe an. Die Reihen (3) werden demnach 
durch die Substitutionen der Gruppe ® nur untereinander ver- 
tauscht, aber nicht auseinander gerissen. 

Wir bilden nun, unter B eine rationale symmetrische 
Funktion der angezeigten Argumente verstehend, die n + 1 
Ausdrücke 

(4) y^ = R[p{a^upi2a^\ ...,^(^a^)] 

(() = 0,l,2,...,w-l; cx)). 

Durch die Substitutionen der Gruppe @ werden die n + 1 
Größen y nur untereinander vertauscht, sie genügen daher 
einer Gleichung n + 1-ten Grades 

(6) ^(y) = o, 

deren Koeffizienten unserem Rationalitätsbereich angehören. 
Die Gruppe dieser Gleichung ist mit der Gruppe G holoedrisch 
isomorph (vgl. § 95, S. 318). Wenn w > 3 ist, so folgt dies 
daraus, daß die Gruppe ® einfach ist. Im Fall w =» 3 besitzt 
die Gruppe @ eine ausgezeichnete Untergruppe vierten Grades. 
Eine Funktion, die dieser Untergruppe gegenüber invariant 

Dnröge-Manrer, elliptiaohe Funktionen. 5. Aufl. 24 
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iat, genügt einer Gleichung dritten Grades, aber nicht der 
Gleichung (5)^ die im vorliegenden Fall vom vierten Grade ist. 
Eine Substitution der Gnipp© @, die die Wurzel Xi durch 
die Wurzel j;^, , ersetzt, läßt an Stelle der Wurzel y der 
Resolveute (5)^ deren Index durch die Kongruenz 

A ^ (I ^ mod n 

bestimmt ist^ die Wurzel y ^ treten ^ deren Index der Kongruenz 
k' ^ ^'^' mod H 

genügt. Ist jtt =-= Oj so ist ^ = cxj zu setzen und analog ent- 
spricht dem Index ^l =0 der Index q' — oq. 

Setzen wir die vorstehenden Werte von l und X' in die 
Kongruenzen (vgL § 105, Nr. 6 und 7) 



X ^uX -\- yii [L ^ ßl -\- 6^ mod n 



ein, so folgt 
(6) « 



^ ag + r 



Cid — ßy ^= 1 mod n. 



Damit haben wir eine sehr einfache und durchsichtige- 
Darstellung für die Substitutionen der Gruppe der Resolvente 
(5J gewonnen. Diese Darstellung macht den Isomorphismus, 
der zwischen den Gruppen der Teilung Bgleichuug und der Re- 
solvente besteht, augenfällig. 

Damit die Substitution, die der Kongruenz (6) entspricht^ 
die Wurzel y^ ungeändert läßt^ muß v Wurzel der quadratischen 
Kongruenz 

(7) ßv^+(ä-a)v~y = mod n 

sein. Diese Kongruenz besitzt zwei verschiedene Wurzeln oder 
gar kerne, je nachdem die Zahl 

{ä-€cy+4ßy = {S + ay^4 

für den Modul n quadratischer Rest ist oder nicht. Im Fall 

cc-\- S ^ +2 mod n 
besitzt sie nur eine Wurzel. 

Die Gruppe der Resolvente (5) enthält also Suhatitutioaen, 
die zwei oder eine oder keine Wurzel ungeändert lasaen. Soll 
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die Substitution mehr als zwei Wurzeln der Resolvente un- 
geändert lassen, so muß die Kongruenz (7) identisch erfüllt 
sein, d. h. alle ihre Koeffizienten müssen durch n teilbar sein. 
In diesem Fall ist 

die Substitution ist also die identische. Außer der identischen 
gibt es demnach keine Substitution, die drei Wurzeln der 
Re solvente ungeändert läßt. 

Daraus folgt: 

Alle Wurzeln der Resolvente (5) lassen sich durch 
drei derselben rational ausdrücken (s. § 93). 

Weil die Auflösung der Resolvente mit der Auflösung 
der Teilungsgleichung gleichbedeutend ist, so folgt hieraus 
weiter: 

Alle Wurzeln der Teilungsgleichung lassen sich 
rational durch drei Wurzeln der Resolvente (5) aus- 
drücken. 

Die Wurzeln der Resolvente (5) stehen in einer einfachen 
Beziehung zu den rationalen Transformationen w-ten Grades 
der ^-Funktion. 

Wir haben im § 102 die Halbperioden der Funktion ^(w) 
mit iij, iig, die der Funktion Pg{u) mit (o^, cjj bezeichnet. 
Um die Übereinstimmung mit der in diesem Paragraphen ge- 
brauchten Bezeichnung herzustellen, müssen wir die Buch- 
staben i^i, .^8 und cji, (ög vertauschen. 

Die Koeffizienten der rationalen Funktion von p{u\ durch 
die wir die Funktion Pfj(u) ausgedrückt haben (§ 102, Nr. 8), 
sind rationale, symmetrische Funktionen der Größen (3). Sie 
lassen sich daher rational durch die Wurzel y^ der Resolvente (5) 
ausdrücken. Man bezeichnet deshalb diese Resolvente als 
„Trans for mationsgleichung". 

Die Invarianten g2^^\ g^^^^ der Funktion Pq{u) sind rationale 
Funktionen der Koeffizienten der Transformation, also auch 
rationale Funktionen von y^ und dasselbe gilt von der ab- 
soluten Invariante (§ 5, Nr. 13) 



J(p) = 



24* 
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Es steht nicMa im Weg^ die n + 1 Invariaateü 7^?^ an 
Stelle der n + 1 Größen if„ treten zu lassen. Diese Invarianten 
genügen demnatrh einer Gleichung n -\- 1-ten Grades 



(8) 



F{r) = o, 



deren Koeffizienten rationale Funktionen der Invarianten g^ j g^ 
der Punktion />(«) sind. 

Die Invariante ß^'^ ist als Funktion der Perioden von p,j(u) 
betrachtet homogen vom Grade Nnll, sie ist daher auch eine 
homogene Funktion 0-ten Grades der Perioden 2tö|, 2og der 
Funktion p(u). Dasselbe gilt daher auch für die Koeffizienten 
der Gleichung (8). Diese Koeffizienten können daher als ratio- 
nale Funktionen der InTarianten ff^, g^ nur von der absoluten 
InTariante 

abhängen. Die Koeffizienten der Gleichung (8) sind demnach 
rationale Funktionen der Invariante /. Man bezeichnet des- 
halb diese Gleichung als jjlnvariantengleichung'*. 

Weil die Gruppe der Teilungsgleicbung — vom Fall fi =^ 3 
abgesehen — einfach iat^ kann man den Grad dieser Gruppe 
nicht erniedrigen^ indem mau dem Rationalitiits bete ich beliebige 
irrationale Funktionen der Invarianten g^j g^ adjuugiert. Aber 
man gelaugt bei passender Wahl der zu adjungierenden Ir- 
rationalitäten zu Resolventen von einfacherer Bauart. Der 
nächstliegende Gedanke ist, die Größen e^^e^ oder, was auf 
dasselbe hinauskommt, das Quadrat des Moduls der Funk- 
tion p{u) 



1 



ZU adjungiereu und die Resolveute aufzustellen^ der die Quadrate 
%^^ der Moduln der Funktionen Pfj{u) genügen. Als noch 
einfacher aber erweist sich die Bessiehuugj die zwischen den 
vierten Wurzeln ^k und /xp besteht (vgh § 63, Nr. 18 
und 19). 

Wir werden auf die Invariantengleichung noch aus- 
führlicher zurückkommen. 
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§ 110. Komplexe Multiplikation. Damit sich die 
Funktion p(u/c3^, ©g) rational durch die Funktion p(u/Sl^, Sl^) 
ausdrücken läßt, ist, wie wir gesehen haben, notwendig und 
hinreichend, daß zwischen den Halbperioden Sl^, Sl^ und (o^, (o^ 
Gleichungen der Form 

(1) Sl^ == a(o^ + fecög «^3 = CO?! + d(o^ 
bestehen, wo ab cd ganze Zahlen bedeuten. Ihre Determinante 

(2) n^ad — bc 

ist positiv. Wenn diese Determinante das Quadrat einer ganzen 

Zahl m ist, so genügen wir den Gleichungen (1) durch die 

Annahme 

(3). a = d = w 6=»c = 0. 

In diesem Fall ist 

und wir erhalten eine rationale Beziehung 

(4) p{mu)^B(p{u)), 

die man als Multiplikation der jj-Funktion bezeichnet. 

Es erhebt sich nun die Frage, ob eine rationale Be- 
ziehung der Form (4) auch dann bestehen kann, wenn m 
keine ganze rationale Zahl ist. 

Die Existenz der Gleichung (4) zieht die Existenz von 
Gleichungen der Form 

(5) mcs^ = a«! + ftcog WCÖ3 == cc3^ + dog 

nach sich und aus diesen ergibt sich durch Elimination von m 

(6) fecög^ + (a — d)GJi(»8 — C(öi* = 0. 

Wenn der Periodenquotient r == — als unabhängig variabel be- 
trachtet wird, so folgen aus dieser Gleichung die Gleichungen (3); 
der Multiplikator m muß also eine ganze Zahl sein. Sind die 
Gleichungen (3) nicht erfüUt, so muß der Periodenquotient r 
einer quadratischen Gleichung mit ganzzahligen Koeffizienten 
genügen. Weil der imaginäre Teil von t nicht verschwinden 
kann, muß diese Gleichung komplexe Wurzeln besitzen und 
es ist daher auch der Multiplikator 

m = a + fer(5) 
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eine komplexe Größe. Man spricht deshalb in diesem Fall 
Ton einer ^jkomplexen Multiplikation'' der ^?-Funktion. 

Es läßt äicli leicht zeigen^ daß die komplexe Multiplikation 
immer statthat, wemi der Perioden quo tient Wurzel einer Glei- 
chmig Ton der angegebenen Art ist. 

Nehmen wir an, die Halbperioden m^ m^ genügen der 
Gleichung 

(7) Am/ + 2Bm^ms + C%^ = 0. 

Damit der Perioden quotient einen komplexen Wert besitzt 
muß die Determinante 

(8) IJ=-B'-AC^-A 
negativ sein. 

Die Koeffizienteu A, B, C seien ganze Zahlen; wir woUen 
annehmen, daß sie keinen gemeinschaftliehen Divisor besitzen. 
Man bezeichnet unter dieser Voraussetzung die quadratische 
Form, die die linke Seite der Gleichung (7) bildet, nach GauB 
Vorgang als ,,primitiT^^, und zwar als primitiv von der ersten 
Ärt^ wenn auch die Zahlen A, 2 J3, G keinen gemeiuschaftlicheu 
Divisor besitzen^ als primitiv von der zweiten Art, wenn die 
beiden Zahlen A und C gerade sind. Im letzteren Fall muß 

B ungerade, also 

A = — 1 mod 4 
sein. 

Um die Gleichung (7) mit der Gleichung (6) zu identi- 
fizieren, setzen wir im Fall der primitiven Form erster Art 

(9) h^xA a — d-=x2B — c -^ x - C a + d = 2p. 

Hieraus folgt 

(10) a=y + Bx d = y - Bx 

und mit Rücksiebt auf (2) und (8) 

(11) n = ad — hc=^y^-\- Aa?*, 

Weil &, a — rf, c ganze Zahlen sind, muß x ebenfalls eine 

ganze Zahl sein und aus (10) folgt , daß auch ij eine ganze 
Zahl ist. 

Im Fall der primitiven Form zweiter Art setzen wir 

(12) h = X'^A a-d-xB -ü = x-\C a + d^y 
und erhalten 
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(13) a^i(y + Bop) d = ^{y^Bx) 
und 

(14) 4w = y^ + AÄ;^ 

Xyy bedeuten ganze Zahlen, die, wie aus (13) hervorgeht, 
gleichzeitig gerade oder ungerade sind. 

Die Zahlen x y können demnach im ersten Fall beliebig 
gewählt werden, im zweiten unterliegen sie nur der Be- 
schränkung, daß sie gleichzeitig gerade oder ungerade sind. 
Jedem Zahlenpaar x y entspricht eine bestimmtes System von 
Zahlen ai c d, das einen komplexen Multiplikator bestimmt. 

Jeder Binärform mit negativer Determinante 

entspricht demnach eine jj-Funktion, die eine komplexe Multi- 
plikation zuläßt.*) Führen wir an Stelle der Halbperioden 
Oj, (Dg die äquivalenten Halbperioden co^', Og' mittelst der 
Gleichungen ein 

(»1 = a 03/4-/5 OJg' ög = J/Oj/ + dOJg' « d — /J ^ = 1 , 

so wird die Binärform in eine äquivalente Binärform 

Xcög'^-f 2B'o3/(Dg'+(7'(o/» 

transformiert. Den beiden Binärformen entspricht dieselbe 
i?- Funktion. 

Es ist ein bekannter Fundamentalsatz der Theorie der 
quadratischen Formen, daß einem gegebenem Wert der Deter- 
minante D nur eine endliche Anzahl von Klassen nicht äqui- 
valenter Formen entspricht.**) Einem gegebenen Wert von 
D entspricht demnach auch nur eine endliche Anzahl von 
verschiedenen j9-Funktionen. 

Wenn die Determinante w = ad — fec = 1 ist, so ist die 
rationale Funktion JB (4) vom ersten Ghrade (§ 100) und aus 
den Unstetigkeitsbedingungen 



*) Wenn es sich darum handelt, die verschiedenen Typen von 
p-Funktionen zu untersuchen, die die komplexe Multiplikation zulassen, 
so sind ^-Funktionen, denen derselbe Periodenquotient entspricht, als 
nicht wesentlich verschieden zu betrachten. 

**) Vgl. etwa Dirichlet-Dedekind, Vorlesungen über Zahlen- 
theorie, § 64 und ff. (Dritte Auflage.) 
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lim[p(^*)~l] = lim[p(^tO-^]»0 

folgt 

(15) p{u) = m^p{mu) . 

Der Gleichung (11) können wir im vorliegenden Fall nur ge- 
nügen, indem wir entweder 

oder 

x = ±l y = A--D = l 

setzen. Die erste Alternative ist auszuschließen, denn dieser 
Annahme entsprechen die Werte (9) 

a = d = ±1 6==c = m = l. 

Der Determinante Z) = — 1 entspricht nur eine Formenklasse, 
die durch die Form 

repräsentiert wird. Aus der zweiten Annahme folgt demnach 
Og = (Oji a = d = &== — c = ±l wi = a + 6— = ±i. 
Die Gleichung (15) erhält die Form 

Der Gleichung (14) können wir — da die Annahme x ^ 
wieder auszuschließen ist — im Fall n == 1 nur genügen, in- 
dem wir 

x=^±l y = ±l A = -D=3 

setzen. Der Determinante Z) = — 3 entspricht nur eine Klasse 
primitiver Formen zweiter Art, die durch die Form 

repräsentiert wird. Wir erhalten in diesem Fall 

71 i 

und entweder 



*) Um diese Gleichung zu verifizieren, braucht man nur zu be- 
bemerken, daß für beliebige Werte von m 

ist. 
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a^±l c 6 = ±1 d = m = ± (!-£) = + £* 

(a; = - y = + 1) 
oder 

a = c = — 6==T1 d=±l m^±e (x==y^±l). 

Im ersten Fall erhalten wir 

im zweiten Fall 

Im nächsten Abschnitt wird nachgewiesen, daß für Og = ics^^ 
i = 1 5^3 = und für cog = ftOi i = g2 = ist. 

Die Theorie der komplexen Multiplikation steht im engsten 
Zusammenhang mit der Theorie der binären quadratischen 
Formen, von der die neuere Entwicklung der Zahlentheorie 
ihren Ausgang genommen hat. Wir können hier auf diese 
Theorie nicht weiter eingehen. Eine ausführliche Darstellung 
findet man in H. Webers Lehrbuch der elliptischen Funktionen; 
einen kurzen übersichtlichen Abriß gibt Bianchi in seinen 
Lezioni sulla teoria delle fanzioni ellittiche. 



Neunter Abschnitt. 

Die Modalfanktionen. 

§ 111. Die Perioden als Funktionen des Modul- 
quadrats. Bisher haben wir die Perioden des Integrals erster 
Gattung als konstant angesehen. Um das Problem der Teilung 
der Perioden tiefer zu erfassen, woUen wir sie nunmehr als 
variabel betrachten. 

Die Weierstr aß sehen Perioden 

(1) 2co, = r-^.J^l.^- und 2C.3 = A-l^ 

hängen von den beiden Invarianten g^ und g^ ab. Die 

Ja cobi sehen Perioden 

1 

dx 



(2) 2K=^ Ye.- ~e, • 2(Di = f—- 



und 

1 

2iK' =ye[-e.-2a),^i /%= — -"^ - 



X) 




hängen nur von dem Quadrat des Moduls 

(3) k^h^ (vgl. § 8 Nr. 3) 

ab. Der Periodenquotient 



CD, iK' 



(4) r = ^= ^ 

ist somit ebenfalls eine Funktion der einen Variabein L 

An Stelle dieser Variabein X werden wir später die In- 
variante 

i7,»- 27(7,« 27 l\X-iy (§ÖJNr. 10 
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eiDführen und zuerst r als Funktion von / und dann / als 
Funktion von r untersuchen. 

Um für diese Untersuchung eine Cbnindlage zu gewinnen, 
leiten wir zunächst eine Differentialgleichung zweiter Ordnung 
ab, der die Perioden 2Ky 2iK' als Funktionen der Variabein 
A genügen. Die Rechnung gestaltet sich am einfachsten, wenn 
wir an Stelle der Variabein X ihren reziproken Wert 

(5) . = 1 

einführen. Wir setzen femer 

1 

(6) 2K^ ]/t f-^: — -- _._ = Yv F. 



Den Integrationsweg nehmen wir geradlinig an und wir 
schließen den Fall aus, daß die Größe v einen reellen Wert 
^ 1 annimmt. Unter dieser Voraussetzung ist die Differentiation 
unter dem Integralzeichen zulässig und wir erhalten 

^^ dv 2j yx{l — x)(v — xy 



Andererseits folgt aus der Identität 
d- 



V V — X 



9 f frJl — a-A 



|y(l — y) 



dx 2 ^ x{l — x) yx(l — x)(V'-xy 

die Gleichung 

1 1 

/^ N /* dx /l/ ^ — ^ /7 

Substituieren wir diesen Wert in (7), so folgt 

1 

^ ^ dv 2J V x{l—'X) 



imd hieraus folgt weiter mit Rücksicht auf (6) 

dv 4 ^ 



380 § 111^ T^i^ Ferlodfa als Funküoiieii d€B Modulqnadrate, 

oder aiiegeTecknet 

(8) r(l-v)'^J+il-2v)f^-\r^0. 

Wir führen min an Stelle der Variabein v und V wieder die 
Tariabeln vL und K ein ((5) und (G)) und erhalten durch eine 
einfache Rechnung 

Biese Differentialgleichung ändert ihre Form nicht ^ wenn wir 
an Stelle der Variabein X = k^ die Variable 1 — l = A;'* treten 
laasen. Bei dieser Vertauachung tritt an Stelle der Größe K 
die Größe E\2). 

Demnach genügen die beiden Jacobischen Perioden 
2K und 2iK* derselben linearen und homogenen 
Differentialgleichung zweiter Ordnung. 

Der Vergleich der Gleichlingen (8) und (9) zeigt^ daß 
die Differentialgleichung (9) auch dann ihre Form nicht ändert, 
wenn man gleichzeitig 

;i durch i und ^(;L) durch YlK{X) = 4^k{-] 
(5) und (6) 

ersetzt. Hält man diese Bemerkung mit der eben gemachten 
zusammen j so wird ersichtlich ^ daß der Gleichung (9) die 
folgenden sechs Funktionen genügen*) 



(10) 






Die Argumente der -BT-Funktionen sind die W^erte der 
Doppelverhaltnisse Ton vier gegebenen Elementen (vgl. § 4 
Nr. 4), 

Die Differentialgleichung (9) besitzt drei singulare Punkte, 
nämlich die Punkte X = 0, A = 1 und A = oo,**) Einen dieser 
drei Werte kann das Doppelverhältnis nur annehmen^ wenn 

•) Vgl. F. Th. § 72, Schluß, 
••) YgL F. Th. § 66 und *J7. 



§ 112. Reihenentwicklungen der Perioden. 381 

zwei von den vier Elementen, die es bestimmen, zusammen- 
faUen (§ 4). 

Um die Werte der Perioden 2K und 2iK' den Punkten 
der A-Ebene eindeutig zuordnen zu können, führen wir in 
dieser Ebene längs der Achse der reellen Zahlen einen Schnitt 
von + 1 bis + cx) und einen Schnitt von bis — cx). Inner- 
halb der zerschnittenen Ebene — wir wollen sie mit E' be- 
zeichnen — liegt kein singulärer Punkt der Differential- 
gleichung und es ist deshalb jedes Integral derselben inner- 
halb der Fläche E' einwertig und stetig.*) 

§ 112. Beiheueutwickluugeu der Perioden. Im 

§ 68 haben wir Reihenentwicklungen für das Integral erster 
Gattung hergestellt, aus diesen ergeben sich sofort Reihen- 
entwicklungen für die Jacobischen Perioden 2K und 2iK\ 
Wir erhalten (§ 68, Nr. 8 und 9): 



n = l 

und dementsprechend 

(2) KXk) =- F(l - X) . 

Die erste Reihe konvergiert, wenn | X | < 1 ist, die zweite, 
wenn 1 1 — A | < 1 ist. Für A = 1 divergiert die erste Reihe, 
für A = die zweite. 

Um das Verhalten der Funktionen K(X) und K\l) in 
der Umgebung der singulären Punkte beurteilen zu können, 
müssen wir Reihenentwicklungen herstellen, die in der Um- 
gebung dieser Punkte konvergieren. Wir setzen 



(8) ew=-.i:ct:;..'^'i^r 

n = l 

Auch diese Reihe konvergiert, wenn | A | < 1 ist. 



*) Vgl. F. Th. § 62 S. 304 und § 71 S. 357. 
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Man verifiziert leicht j daß die Funktion 

(4) 0{X) = G(X) + '^Jf(X) 

derselben Differentialgleichimg genügt wie die Funktionen K(l) 
lind K\i) (Nr. 9 des vorigen Paragraphen). Bezüglich der 
Herlei tiing der Reihe G(k) verweisen wir auf die §§ 70 imd 
72 des F. Th.*} 

Weil zwischen drei Integralen einer linearen homogenen 
DiiFerentialgleichung zweiter Ordnung eine lineare Relation 
bestehtj muß sich die Funktion K'(k) in der Umgebnng des 
Nullpunkten in der Form 

(5) EXX) =- a,F{X) + €^iP(l) 

darstellen lassen. Um die Konstanten q und c^ zu bestimmen^ 
machen wir von der am Schluß des § 19 bewiesenen GreiLZ- 
gleiehung Gebrauch: wenn die Größe l durch reelle Werte 
wachsend gegen 1 konvergiert^ so ist 



(6) 



lim 



K{1) - log 



yt^-l^ 



0, 



Dementsprechend ist, wenn die Größe 1 durch reeUe Werte 
abnehmend gegen NuD konvergiert 



C) 



iü;[ir'a)-i«gA]-o. 



Die beiden fn (6) und (7) vorkommenden Wurzeln sind posi- 
tiY zu nehmen^ den Logarithmen ist ihr reeUer Wert bei- 
zulegen. 

Aus den Gleichungen (5) und (7) folgt mit Rücksicht auf 
(Ij, (3) und (4) 

c4-log4 + limp^f> + i-)log>l = 

und hieraus 

4 log S o ■ 

*) In der Beaeiclmimg haben wir hier aui leicht ersichtlichem 
Gmnd die Änderung vorgenommen ^ daß wii — F(X) und — G{X) an 
Stelle von F{X) und G{X) geßchrieben haben* 



§ 112. Reihenentwicklungen der Perioden. 383 

Wir erhalten demnach 

(8) ^'W = -2iG(A) + llog^i?'(A) 
und dementsprechend 

(9) K{X) = - 2iGil - A) + ^ log j^^ F(l - l) . 

Längs des Abschnittes 0, 1 der Abszissenachse sind den 
Logarithmen, die auf den rechten Seiten der Gleichungen (8) 
und (9) vorkommen, ihre reellen Werte beizulegen. Durch 
diese Festsetzung sind die Logarithmen für die ganze Fläche E' 
eindeutig bestimmt. 

Die Darstellung (8) gilt innerhalb eines Kreises vom 
Radius 1 um den Nullpunkt, die Darstellung (9) innerhalb 
eines Kreises vom Radius 1 um den Punkt 1. Aus den Dar- 
stellungen (8) und (9) folgt, daß die Grenzgleichungen (6) und 
(7) nicht an die Bedingung gebunden sind, daß sich der Punkt 
l auf einem bestimmten Weg dem Punkt 1 bzw. dem Punkt 
nähert: sie gelten für beliebige Wege, vorausgesetzt daß die 
Werte der Logarithmen richtig definiert werden. 

Bezeichnen wir mit l einen Punkt der Begrenzung der 

Fläche jE", der eine negative Abszisse besitzt und auf der 

+ 
Seite der abnehmenden Ordinaten liegt. Mit X bezeichnen wir 

den gegenüberliegenden Punkt auf der Seite der wachsenden 

Ordinaten. 

- + 

Wenn der Punkt l sich von der Stelle X zu der Stelle l 

bewegt, ohne die Begrenzung der Fläche E' zu überschreiten, 
80 kehren die Funktionen F{k) und G(k) zu ihren Anfangs- 
werten zurück, der Logarithmus log X wächst um 27ci, Folglich ist. 

^(I) = k(x) (1) 

K' (I) = K' (Ä) - 2iK(x) . (8) 

Gehen wir von einem Punkt X des Abschnittes 1, + oo 
der Abszissenachse, der auf der Seite der abnehmenden Ordi- 
naten liegt, zum gegenüberliegenden Punkt X auf der Seite der 
zunehmenden Ordinaten über, ohne die Begrenzung der Fläche 
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E* zw überachreiten^ so kehren die Fuaktioaea F{X) und G{X) 
2u ikreu Änfangswerten zurück, der LogarithmaB log (1 — X) 
nimmt am 2%% ab. Folglich iat in diesem Fall 

^'(A)=^(i) (2) 

Dai Verhalten der Perioden 2Ky2iK' längs der Begrenzung 
der Flache E' wird somit durch die folgenden Gleichungen 
dargestellt: 

Längs des Abschnittes — oo^ der Absziaaenachse ist 

(10) 2 Kit) = 2K{1) 2iK'{l) = 4^(Ä) + 2iK'{l) . 
Längs des Abschnittes 1, + oo der Absziasenachse ist 

(11) 2 KU) = 2K(i) + UK (I) 2iK' (1) ^ 2iK'{l) . 

Diese Gleichungen sind zunächst nur unter der Yorauaaetzuixg 
bewieaenj daß die Punkte l und k in das Konvergenzgebiet 
der benutzten Reihen fallen. Aus allgemeinen funktionen- 
theoretischen Prinzipien folgt aber^ daß sie längs der ganzen 
oben genannten Absziasenabschnitte gelten (vgl. F, Th., 
S. 232)- 

§ 113. Beziebungdn zwischen den Integralen der 
Differentlalglelcliang der Perloden. Wir haben im vor- 
ausgehenden mehrfach von den Gleichungen 

(1) ^(1 ^ X) = K' (A) K'{i-X)^ K{X) 

Gebrauch gemacht. Wir wollen nun eine Reihe von analogen 
Beziehungen zwischen den Integralen der Differentialgleichung 
der Perioden nachweisen. Dieser Differentialgleichung genügen 
auch die Funktionen 

Diese Funktionen müssen sich daher linear und homogen 
durch die Funktionen K{X) und K'{X) darstellen lassen. Um 
die Fimktionen (2) eindeutig zu definieren , woÜen wir fest- 
setzen, die Wurzel "[/Ä sei längs des Abschnittes 0, 1 der Ab- 
mssenaehse positiv. 
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Wie aus den Gleichungen (8) und (9) des vorigen Para- 
graphen hervorgeht, kann sich ein Integral unserer Differential- 
gleichung, das sich in der Umgebung des Punktes A == 1 
regulär verhält, nur um eine multiplikative Konstante von der 
Funktion K\k) unterscheiden. Die erste der beiden Funk- 
tionen (2) genügt dieser Bedingung und sie nimmt — ebenso 
wie die Funktion K\k) — für A = 1 den Wert — an. 
Folglich ist 

Umständlicher gestaltet sich die Darstellung der zweiten 
•der beiden Funktionen (2). Wir gehen von dem Ansatz aus 

<4) ^ Kf-^) = c,K(l) + c,K'{X) 

und bilden die A-Ebene mittelst der Transformation 

(5) ^ = -^— ^ = 



l l — v 

auf die i/- Ebene ab. Der Achse der reeUen Zahlen in der 
A-Ebene entspricht die Achse der reellen Zahlen in der i/-Ebene 
und der positiven A-Halbebene entspricht die positive v-Halb- 
«bene. 

Wir beschränken den Punkt X auf die positive Halbebene; 
•dadurch erreichen wir, daß wir die Festsetzungen, durch die 
wir die Funktionen 



K{X) K\X) yx |/l-A logX log(l-A) 

einwertig gemacht haben, ohne weiteres auch auf die ent- 
sprechenden Funktionen der Variabein v übertragen können.*) 
Es ist demnach unter log v derjenige Zweig der Funktion 
Logarithmus zu verstehen, der längs des Abschnittes 0, 1 der 
Abszissenachse reeUe Werte besitzt. 

Wenn der Punjd; v den Abschnitt 0, 1 der Abszissenachse 
durchläuft, so durchläuft der entsprechende Punkt X den Ab- 



*) Dies wäre nicht der Fall, wenn wir den Punkt X die ganze 
Fläche E' durchlaufen ließen, weil die Abbildung der Fläche E' eine 
andere Begrenzung besitzt als diese. Bei der Abbildung mittelst der 
J'unktion v = 1 — X tritt diese Schwierigkeit nicht auf. 

Duröge-Msurer, elliptiache Ftmktioxien. 5. Aufl. 25 
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schnitt 1 , -|- (^ ^^^ Abszissenachse. Da die Logarithmen log l 
und log (1 — k) längs des Abschnittes 0, 1 der Abszissenachse 
reelle Werte besitzen, so ist längs des Abschnittes l, + «> 
log X reell und der imaginäre Bestandteil von log (1 — X) ist 
— Tti. Wir haben daher (5) 

(6) log V = log (1 — X) — log X + üti 

zu setzen. Längs des Abschnittes 1, + oo ist ]/l positiv, also ist 

(7) vi-y^- 

Nun folgt aus (4) mit Rücksicht auf (5), (6) und (7) 
lim [lAl — V K' (v) - log 4 + 2" log "] = ^^ ["i ^(^) — log 4 

+ |log(l-A) - I logX + 1 «i] + c, f 

und hieraus ergibt sich mit Rücksicht auf die Gleichungen (6) 
und (7) des vorigen Paragraphen 

q== 1 Cj= — i. 

Wir substituieren diese Werte in (4) und erhalten 

(8) ^^K'('^)^KiX)-iK'(X). 

Die Gleichungen (3) und (8) erhalten eine bemerkenswerte 
Form, wenn wir den Periodenquotienten 

iK'il) 



<^) = K{X) 



einfuhren. Es ist nämlich 

- ß — 1^ 



-•M-') , 



K(X) + K'H) 

also 

Zwischen den Variabein X und v und den Variabein r 
und r besteht somit genau derselbe Zusammenhang. 

Wenden wir die Substitutionen (5) und (9) zweimal nach- 
einander an, so erhalten wir einerseits 
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§ 114. Abbildung der A-Ebeue anf die r-Ebeue. 

Die Funktion x{X) verhält sich innerhalb der positiven >l- Halb- 
ebene überall regulär; sie vermittelt daher eine konforme Ab- 
bildung der positiven >L- Halbebene auf die r-Ebene. Wir be- 
stimmen zunächst die Begrenzung der Bildfläche. 

Für den Abschnitt 0, 1 der Abszissenachse in der >l-Ebene 
gelten die Gleichungen (§ 112, Nr. 1 und 2) 

^^^ '^W- js:(x) -* ^(x) 

Reellen positiven Werten der Variablen X entsprechen 
reeUe positive Werte der Reihensumme F{i) . Der in Rede 
stehende Abschnitt der Abszissenachse der A-Ebene wird somit 
auf den positiven Teil der Ordinatenachse in der r-Ebene ab- 
gebildet. Wie aus den Gleichungen (8) imd (9) des § 112 
hervorgeht, entspricht dem Punkt >l = 1 der Punkt r == 0, dem 
Punkt ;i «= der Punkt r = oo. 

Die Substitution 

X— 1 

'l 



(2) . = -. 



vertauscht die Punkte 1 oo zyklisch; sie bildet daher den Ab- 
schnitt 0, 1 der Abszissenachse auf den Abschnitt — oo, ab. 
Die der Substitution (2) entsprechende Substitution (vgl. 
den Schluß des vorigen Paragraphen) 

(3) r' = ^-^ 

bildet die Ordinatenachse auf eine durch den Punkt 1 gehen- 
den Parallele ab und zwar entspricht dem positiven Teil 
der Achse der in der positiven Halbebene liegende Teil der 
Parallelen. 

Durch zweimalige Anwendung der Substitution (2) wird 
der Abschnitt 0, 1 der Abszissenachse in der >l-Ebene auf den 

26 ♦ 
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Abschnitt Ij -^ rxj abgebildet. Dureh zweimalige Anwendung 
der Substitution (3) wird die Ordinatenachse iu der t- Ebene 
in einen zur AbsziBsenachse orthogonalen Kreis abgebildet; er 
geht durch die Punkte 1,0, die den Punkten 0, od bzw. ent- 
sprechen. Sein Mittelpunkt ist also der Punkt ^, sein Radius 
^ ^. Dem positiven Teil der Ordinatenachse entspricht der 
in der poaitiTen Halbebene liegende Halbkreis, 

Mittelst der Punktion t(X) wird also die positive Jl-Halb- 
ebene in ein Kreisbogendreieck I) mit den Ecken 1 oo ab- 
gebildet , dessen Seiten zur Abszissenachse in der t- Ebene 
orthogonal sind (Fig* 33). Diese Ecken entsprechen den Punkten 
1 oo der >l- Ebene. Die Dreieckswinkei sind sämtlich — (}^\ 
Um ein Bild der ganzen Fläche E' zu erhalten, wenden 
wir das Spiegelnngsprinzip an;**) wir spiegeln die positive 

X- Halbebene an der Strecke 
0, 1 der AbBzissenachse und 
dementsprechend das Dreieck 
J) in der t- Ebene an der 
positiven Ordinatenachse. Wir 
erhalten auf diese Weise eine 
Abbildung der negativen 
A*Halbebene auf ein zum 
Dreieck D symmetrisches Dreieck D' (s, Fig. 33). Das Vier- 
eck Pf das sich aus den beiden Dreiecken D und D' zn- 
sammensetztj liefert ein Bild der ganzen Fläche E\ 

Um ein Bild der negativen A-Halbebene zu erhalten^ 
können wir das Dreieck D statt an der Seite 0, oc auch an 
der Seite 1, a^ü oder der Seite 0, 1 spiegeln. Dem entspre- 
chend haben wir die positive JL- Halbebene an dem Abschnitt 
0, — OQ bzw. an dem Abschnitt 1, + oc zu spiegeln. Die 
Vierecke^ zu denen wir auf diese Weise kommen, sind Bilder 
der längs des Abschnitts 0^ 1^ + oo bzw. des Abschnitts 1,0^— oq 
aufgeschnittenen JL- Ebene. 

Durch wiederholte Spiegelung erhalten wir zwei unbegrenzte 
Reiben von Dreiecken DD^D^ . . ,, I/D/D^ .... Jedes Drei- 




mg. SS. 



*) Tgl. F. Th. § 77. 
♦^ Vgl F. Tb. § 50, 
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eck der ersten Reihe ist ein Bild der positiven, jedes Dreieck 
der zweiten Reihe ein Bild der negativen X- Halbebene. 

Ein Dreieck D^ aus der ersten Reihe grenzt längs seiner 
Seiten an drei Dreiecke der zweiten Reihe. Mit einem derselben 
— es sei das Dreieck D/ — hat es die Seite gemein, die dem 
Abschnitt 0, 1 der Abszissenachse in der >l-Ebene entspricht. 
Die beiden Dreiecke D^ imd D/ setzen sich zu einem Viereck P^ 
zusammen, das eine Abbildung der Fläche E' ist. 

Wenn wir an einem Kreis C spiegeln, so entspricht jeder 
zu diesem Kreis orthogonale Kreis C sich selbst und jedem 
zu C orthogonalen Kreis entspricht daher ein ebenfalls zu C 
orthogonaler Kreis. Einander entsprechende Punkte liegen 
auf derselben Seite des Kreises C 

Weil die Seiten des Ausgaugsdreiecks D zur Abszissen- 
achse orthogonal sind, so gilt dasselbe für die Seiten aller 
Dreiecke, die wir durch wiederholte Spiegelung erhalten. Die 
Mittelpunkte der Kreise, denen die Seiten angehören, liegen 
also alle auf der Abszissenachse. Weil das Ausgangsdreieck D 
in der positiven r-Halbebene liegt, so gilt dasselbe für alle 
Dreiecke D^ und D/. 

Anstatt das Viereck P durch Spiegelung zu vervielfältigen, 
können wir auch einen anderen Weg einschlagen. Wir setzen 
die Funktion A(r), die in der Fläche E' eindeutig definiert 
ist, das Begrenzungsstück — oo, in der Richtung der ab- 
nehmenden Ordinaten überschreitend, analytisch fort. Bei dieser 
Fortsetzung werden den Punkten des Abschnitts — oo, der 
Abszissenachse, die auf der Seite der negativen Ordinaten Kegen) 
anstatt der Werte 



die Werte 



-f| (vgl. §112) 



+ _ »^) = :j + 2 (§ 112, Nr. 10) 



zugeordnet. Setzen wir diese durch die ganze Fläche E' ana- 
lytisch fort, so wird- einem beliehigen Punkt X statt des ur- 
sprünglichen Funktionswertes x der Funktionswert 

(4) t'=t + 2 
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zugeordnet. Wir erhalten somit eine neue Abbildung der 
Flache E* auf ein Yiereek P^j das aus dem Viereck P durch 
die Translation (4) hervorgeht. 

Wenn wir die anal3rtiBche Fortsetzung über die Strecke 
— ooj hinweg statt in der Eichtung der abnehmenden Ordi- 
naten in der umgekehrten Richtung vornehmen ^ ao tritt an 
Stelle der Substitution (4) die inverse Substitution 

Längs des Abschnitts 1, + oo der Abszissenachse in der 
JL- Ebene besteht zwischen den Fnnfetionswerten, die auf der 
Seite der wachsenden und der abnehmenden Ordinaten statt- 
finden, die Beziehung 

* = irrt ^^ ^^'^' ^'- "^- 

Daraus schließen wir: setzen wir die Funktion t(jI) ana- 
lytisch fort, indem wir die Strecke 1, + oo der Abszissenachse 
in der Eichtung der abnehmenden Ordinaten überschreiten^ so 
erhalten wir eine neue Abbildung der Fläche E' auf ein Vier- 
eck Pg in der r- Ebene , das aus dem Viereck P durch die 
Transformation ersten Grades 

(5) r'= ' 

hervorgeht 

Die Translation (4) kann, wie man sich leicht überzeugt, 
aus einer Spiegelung an der Ordinate durch den Punkt — 1 
und einer Spiegelung an der Ordinate durch den Punkt 1 
zusammengesetzt werden. 

Analog kann die Transformation (5) aus einer Spiegelung 
an der Ordinatenachse und eiuer Spiegelung an dem Kreis 
durch die Punkte 0, 1 zusammengesetzt werden. Bezeichnen 
wir nämlich mit r^ t^ r^' die zu den Cirößen t % x" konjugiert 
imaginären Größen, so werden diese Spiegelungen durch die 
Gleichungen 

T + C-^O und (/^^)(V-i)-i = 

dargestellt, Durch Elimination von x^' ergibt sich die Glei- 
chung (5). 

Durch wiederholte Anwendung der Substitutionen (4) und 
(5) erhalten wir wieder die vorhin durch wiederholte Spiege- 
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Jungen hergestellte Bedeckung der positiven A- Halbebene durch 
die Vierecke P P^ P^ 

Einem gegebenen Punkt in der positiven r-Halbebene 
entspricht nur ein Punkt in der Fläche E\ einem gegebenen 
Punkte in der Fläche E' entsprechen aber unendlich viele 
Punkte in der positiven r-Halbebene, nämlich je einer in jedem 
der Vierecke P P^ P2 . . . . Es ist daher r als Funktion der 
Variabein X betrachtet eine unendlich vieldeutige Funktion, 
dagegen ist l als Funktion der Variabein r betrachtet eine 
einwertige Funktion. 

Diese Funktion X(r) ändert ihren Wert nicht, wenn man 
auf die Variable r eine der beiden Substitutionen (4) oder (5) 
anwendet; sie bleibt daher auch ungeändert, wenn wir irgend 
eine Substitution der Gruppe, die durch diese beiden Substitu- 
tionen erzeugt wird, zur Anwendung bringen. Die Funktion t{X) 
ist also eine automorphe Funktion.*) 

Diese Funktion ist nur für die positive r-Halbebene de- 
finiert; über die Abszissenachse hinweg kann sie nicht analytisch 
fortgesetzt werden. Die Abszissenachse bildet somit eine natür- 
liche Grenze der Funktion. 

Aus den früher entwickelten Formeln ergibt sich sofort 
eine analytische Darstellung der Funktion X(t), Es ist (§ 66, 
Nr. 13) 



■mh^^m'^^i 



„nd (§ 62, Nr. 2, 3, 6 und 7) 

Diese Darstellung gilt für die ganze positive r-Halbebene. 
Sie zeigt, daß jedem Punkt in dieser Halbebene ein bestimmter 
endlicher Funktionswert X entspricht. Daraus ergibt sich, daß 
die Vierecke P^ die ganze positive Halbebene bedecken, was sich 
übrigens auch auf geometrischem Weg leicht beweisen läßt. 

Innerhalb der positiven r-Halbebene verhält sich die 
Funktion X(r) überall regulär. Folglich besitzen zwei homo- 

♦) F. Th. § 79. 
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loge Punkte^ in denen die Funktion denselbexi Wert annimmt^ 
einen aDgebbaren Abstand.*) Wir sekließen daraus, daß die 
arur antomorphen Funktion X{%) gehörige Gmppej die durch 
die Substitutionen (4) und (5) erxeugt wird, eigentlicb dis- 
kontinuierlich ist (ygL § 99), Auf der Begrenzuiig der posi- 
tiren r- Halb ebene — der Abezissenachse — liegen die Ecken 
der Vierecke P.; sie bedecken die Abszissenachee überall dicht 
aber nicht lückenlos. 

Dae Viereck P, über das der ganze Wert Vorrat der Funk- 
tion X(r) einfach ausgebreitet werden kann^ bezeichnet man 
als Fandamentalbereich dieser Funktion. 

Der Fundamentalbereich kann in mannigfaltiger Weise 
abgeändert werden. Es ergibt sich das aus der folgenden 
Überlegung: um die Werte der Punktion r(^) den Punkten 
der A-Ebene eindeutig zuordnen zu können^ müssen wir in dieser 
einen Sßlmitt ausführen, der durch die Punkte 0, 1, öd geht* 
In welcher Reihenfolge der Schnitt diese Punkte trifft^ und 
wie er im Übrigen verläuft ^ komnat nicht in Betracht, Die 
zerschnittene A- Ebene läßt sich konform auf die ir- Ebene ab- 
bilden und diese Abbildung liefert einen Fundamentalbereich 
der Funktion 1(t). 

Aus dem Vorausgehenden ergibt sieh der Beweis der Be- 
hauptung, auf die wir uns im § 69 gestützt haben, daß die 

Funktion h ^e ^ der Variabein x^Yk^j/l sich regulär Ter- 
hält, solange der absolute Betrag | h | < 1 bleibt. Unter dieser 
Bedingung ist nämlich die Größe n eine reguläre Funktion 

der Variabein k und die Derivierte ^ verschwindet nicht. 

§ US, Abhildung der i*£betie aaf die r-Ebene. 
Bei der Abbildung der positiven A-Halbebene auf das Dreieck D 
in der r- Ebene treten bemerkenswerte Symmetrie Verhältnisse 
auf. 

Wir gehen von der Gleichung 









(§n2,Nr.lu.2) 



•) Vgl, F. Th. S, 136. 
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ans und setzen X = ^-\- iy. Es folgt 

Weil die Koeffizienten der Reihe F reell sind, entsprechen 
konjugiert imaginären Werten des Arguments konjugiert ima- 
ginäre Werte der Reihensumme. Wenn die Größe y reeU ist, 
hat daher der absolute Betrag der Funktion r(A) den Wert 1. 
Daraus folgt: der Teil der Ordinate durch den Punkt ^, der 
in das gemeinsame Konvergenzgebiet der Reihen F{X) und 
F(l — l) f äUt, wird auf einen Bogen eines Kreises vom Radius 1 
um den NuUpunkt der r-Ebene abgebildet. Weil die Funktion 
t(X) sich im Innern der Fläche F' überall regulär verhält, 
wird die ganze durch den Punkt ^ gehende Ordinate auf die 
in der positiven r- Halbebene liegende Hälfte des Einheits- 
kreises abgebildet. 

Zwei Punkten in der positiven A- Halbebene, die zur Or- 
dinate durch den Punkt ^ symmetrisch liegen, entsprechen 
daher auf Grund des Spiegelungsprinzips zwei Punkte im 
Dreieck 2), die zum Einheitskreis symmetrisch liegen. Die 
Ordinate durch den Punkt ^ ist eine Symmetrielinie der 
Fläche F'] die dieser Graden entsprechende Hälfte des Ein- 
heitskreises ist eine Symmetrielinie des Vierecks P, also auch 
des Dreiecks D. 

Am Schluß des § 112 haben wir gezeigt, daß für die 
positive A-Halbebene die Gleichung (9) 

gilt. Durch die Transformation 

(2) A'=^ 

wird die Ordinate durch den Punkt ^ in einen Kreis vom 
Radius 1 um den Nullpunkt abgebildet. Die in der positiven 
Jl-Halbebene liegende Hälfte dieses Kreises ist ebenfalls eine 
Symmetrielinie dieser Halbebene. 

Der Transformation (2) entspricht die Transformation 

(3) r'=I=i. 
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Sie bildet den Emheitskreis auf eiiieii Km§ ab, der den 
Abschnitt 0^ 2 der Abszissen achse zum Darclmiesser hat. 
Dieser Kreis ißt eine Symmetrielinie des Dreiecks D, 

Für die positive Jl- Halbebene gilt ferner die Gleichung 

(4) ^(i:l-0-,^j (§m,Nr.lO). 

Durch die Transformation 



(5) 



r- 



wird die Ordinate durch den Pimkt ^ auf einen Kreis Tom 
BadiuB 1 um den Punkt 1 abgebildet ^ der ebenfalls eine Sym- 
metrieljnie der positiven A-Halbebene ist. Durch die ent- 
sprechende Transformation 

(6) r^rh 

wird der Einheitskreis auf eine Ordinate durch den Punkt ^ 
abgebildet. 

Die positive Halbebene E' besitzt somit drei Symmetrielinien; 
die Ordinate durch den Punkt ^ und die beiden Kreise vom Radius 1 
um die Punkte und 1. Die drei Symmetrielinien schneiden 
sieh im Punkt £ = -^{1+i "|/3) unter gleichen Winkeln, Diesen 
Symmetrielinien entsprechen in der positiven r-Halbebene bzw. 




der Einheits kreis, der Kreis vom Radius 1 um den Punkt 1 
und die Ordinate durch den Punkt |-, Die beiden neben- 
stehenden Figuren zeigen die Gebietseinteilung in der A-Ebene 
und in der r -Ebenem die durch die Symmetrielinien bewirkt 
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werden. Einander entsprechende Dreiecke sind mit denselben 
Zi£Pem bezeichnet. Die Bezeichnung ist so gewählt, daß die 
Dreiecke ungerade oder gerade Nummern tragen, je nachdem 
sie durch eine gerade oder durch eine imgerade Anzahl von 
Spiegelungen aus dem Ausgangsdreieck I hervorgehen. Die 
Substitution (2) bzw. (3) yertauscht die Dreiecke I III V und 
die Dreiecke 11 IV VI zyklisch. Den Eckpunkten ^ € des 
Dreiecks I in der A- Ebene entsprechen die Eckpunkte oo i s 
des Dreiecks I in der r-Ebene. 

Die Gebietseinteilung der positiven A- Halbebene ist des- 
halb von Wichtigkeit, weil sich jedes der sechs Dreiecke als 
eine konforme Abbildung einer J- Halbebene darstellt: die mit 
geraden Nummern bezeichneten Dreiecke sind Bilder der posi- 
tiven 2-Halbebene, die mit ungeraden Nummern bezeichneten 
sind Bilder der negativen J-Halbebene. 

Zum Beweis bemerken wir zunächst: die Invariante 

ist eine rationale Funktion der Variabein A, die nur in den 
Punkten 0, 1, cx) der A- Ebene unendlich wird. Die Variable A 
ist, als Funktion der Variabein I betrachtet, eine sechswertige 
Funktion, die nur im unendlich fernen Punkt der J-Ebene 
tmendlich wird. Die sechs Werte der Variabein A, die einem 
gegebenen Wert der Variabein I entsprechen, können als die 
sechs Werte des Doppelverhältnisses aufgefaßt werden, das 
durch vier gegebene Elemente bestimmt ist. Eineni gegebenen 
Wert I entsprechen demnach die sechs Werte (§ 4, Nr. 4) 

Die sechs Werte des Doppelverhältnisses sind aUe unter- 
einander verschieden, außer wenn zwei von den vier Elementen, 
die das Doppelverhältnis bestimmen, zusammenfallen oder wenn 
die vier Elemente harmonisch oder äquianharmonisch liegen 
(§ 4). Im ersten FaU ist J = oo und es besitzen je zwei von 
den Größen (8) die Werte 0, 1, cx). Im zweiten Fall ist J= 1 
und je zwei von den Größen (8) besitzen die Werte 

-1 i 2. 
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Im dritten Fall ist j = und je drei von den GrröSen (8) be- 
sitzen die Werte 

« = ^(l+iy3) und -£»=f (l-i}/3). 

Es ist leicht^ alle diese Angaben direkt zu verifizieren. 

Die algebraische Funktion l ist somit nur in den Punkten 
cx), 1, der /-Ebene verzweigt. Im Innern eines jeden unserer 
sechs Dreiecke in der >L- Ebene verhalt sich die Variable I^ 
als Funktion der Variabein A betrachtet, regulär und die 

Derivierte jr- verschwindet nicht. Folglich wird ein jedes 

Dreieck konform auf die /-Ebene abgebildet. 

Die Gleichung (7) zeigt unmittelbar, daß Punkten auf der 
reellen Achse der A- Ebene Punkte auf der reellen Achse der 
/-Ebene entsprechen. Schreibt man die Gleichung in der 
Form 

27[(i-~i)«-lT]*' 

so erkennt man, daß auch die Ordinate durch den Punkt ^ 
der JL-Ebene auf die reeUe Achse der /-Ebene abgebildet 
wird. Setzt man sodann in der Gleichung (7) 

SO folgt 

Diese Gleichung zeigt, daß auch der Kreis vom Radius 1 
um den Punkt 1 in der Jl- Ebene auf die reelle Achse der 
/-Ebene abgebildet wird. 

Demnach wird die Begrenzung des Dreiecks I in der 
A-Ebene (Fig. 34) auf die reeUe Achse der /-Ebene abgebildet 
und zwar die Seite 0, ^ auf den Achsenabschnitt -f oo, 1, die 
Seite 4", s auf den Achsenabschnitt 1, 0, die Seite £, auf 
den Achsenabschnitt 0, — oo . Weil einem positiven Umlauf 
um das Dreieck I ein positiver Umlauf um die Bildfläche 
entspricht, wird das Dreieck auf die negative /-Halbebene 
abgebildet. 

Die Dreiecke III und V, die aus I durch eine gerade 
Anzahl von Spiegelungen hervorgehen, werden ebenfalls auf 
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die negative /-Halbebene abgebildet, dagegen werden die Drei- 
ecke n, IV und VI, zu denen wir durch eine gerade Anzahl 
von Spiegelungen gelangen, auf die positive 2-Halbebene ab- 
gebildet. 

Die Abbildung der J- Ebene auf die A- Ebene vermittelt 
eine Abbildung der i-Ebene auf die r-Ebene und zwar wird 
die positive 2- Halbebene auf die Dreiecke II, IV und VI^ die 
negative 2- Halbebene auf die Dreiecke I, EI und V in der 
r-Ebene abgebildet (Fig. 36). 

Den Seiten i s, f oo, oo i des Dreiecks I in der r-Ebene 
entsprechen die Abschnitte 10,0— (X),-f-(X) 1 der reellen Achse 
der /-Ebene. 

Die Dreiecke I und H in der r-Ebene setzen sich zu 
einem Viereck 11 zusammen, das eine Abbildung der mit einem 
Einschnitt versehenen /-Ebene ist. Weil die beiden Dreiecke 
längs der Seite s oo zusammenhängen, hängen ihre Abbil- 
dungen — die beiden /-Halbebenen — längs des Abschnittes 
0— oo zusammen. Der Einschnitt in der /-Ebene geht also 
vom Punkt längs der reellen Achse über 1 bis + oo . 

Das Viereck 11 bildet einen Fundamentalbereich der Funk- 
tion /(r). 

Die Dreiecke III und IV setzen sich zu einem Viereck U^ 
zusammen, auf das ebenfalls die zerschnittene /-Ebene ab- 
gebildet wird, und 
ebenso liefert das Vier- 
eck 77^, das sich aus 
den Dreiecken V und 
VI zusammensetzt, ein 
Bild der /-Ebene. 

Durch die Substi- 
tution (4) werden die 
Vierecke Iin^II^ zyk- 
lisch vertauscht. 

Die sechs in Rede 
stehenden Dreiecke in 
der r-Ebene setzen 

sich zu dem Dreieck D zusammen (s. Fig. 36), auf das 
die positive A- Halbebene abgebildet wird. Das anstoßende 




Fig. 86. 
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Dreieck D\ das auf die negative A- Halbebene abgebildet wird, 
läßt sich ebenfalls in sechs Dreiecke zerlegen, die ans den 
ersten sechs Dreiecken durch Spiegelung an der Ordinaten- 
achse hervorgehen. In der nebenstehenden Figur ist die Be- 
zeichnung Bo gevrählt, daß die Dreiecke mit geraden oder un- 
geraden Nummern bezeichnet sind, je nachdem sie Bilder der 
positiven oder der negativen 1- Halbebene sind 

Die sechs neuen Dreiecke VH VUI; IX X; XI XII setzen 
eich wieder zu drei Vierecken 11^ il^ ITr, zusammen; jedes der- 
selben liefert ein Bild der zerschnittenen /-Ebene. 

Ein Blick auf die Figur zeigt, daß die Translation 

r'= r — 1 

die Vierecke U FJ^ U^ bzw. mit den Viereck^i 77^ TJ^ IJ^ zur 
Deckung bringt und zwar kommen homologe Punkte, denen 
derselbe Punkt der /-Ebene entspricht, zur Deckung, 

Wir stellen die Trane form ationen zusammen , durch die 
das Ausgangs der eck // in die Vierecke 11^17^ - ■■ 11- lib er geführt 
wird und fügen die den einzelnen Vierecken zugeordneten 
Werte der Funktion X hinzu: 

n n^ ü, Jia n^ jt^ 



(9) 



X ^ 

r- 



f— 1 1 . 1 V 

T - — ^ _ 1 _ 

ir 1 — r t 1 —t 



Bezüglich der in der letzten Zeile stehenden Werte der 
Funktion X ist zu bemerken: die dem Vierecke U^ und U^ 
zuzuordnenden Werte ergeben sich aus den Ausführungen zu 
Anfang dieses ParagrapheUj die den Vierecken Il^II^n^ zuzu- 
ordnenden ergeben sich auf Grund der Beziehung (§ 112^ 
Nr. 1 und 2) 

^\^ ^) - x{l - ij ^ K'ß) ~ T(l)" 

Der im § 114 erörterteo Einteilung der positiven T-Halbebene 
in Vierecke P^ entspricht eine Einteilung derselben in Vier- 
ecke 11^. Die Substitutionen, die das Ausgangsviereck IJ in 
die verschiedenen Vierecke IJ^ transformieren^ erhalten wir, in- 
dem wir die unter (9) angegebenen Substitutionen mit den 
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Substitutionen zusammensetzen, die das Viereck B in die 
Vierecke P^ transformieren. 

Die Gruppe der Substitutionen, die die Vierecke U^ in- 
einander transformieren, nennt man die Modulgruppe. Wir 
bezeichnen sie mit f. 

Die Modulgruppe enthält die Substitutionen 

(S) r' = r+l und (T) t' = --^. (9) 

Aus diesen Substitutionen lassen sich alle Substitutionen 

(10) ^-li^ aö-ßy = l 

zusammensetzen, deren Koeffizienten ganze Zahlen sind (§ 99, 
Schluß) und es ist leicht zu sehen, daß die Modulgruppe auch 
keine anderen Substitutionen enthalten kann. 

Die Modulgruppe f besteht demnach aus den Sub- 
stitutionen ersten Grades mit der Determinante 1, 
deren Koeffizienten ganze Zahlen sind. 

Die Substitutionen dieser Gruppe transformieren 
die automorphe Funktion J(t) in sich selbst. 

Weil jedem Punkt der J-Ebene ein Punkt im Innern oder 
auf der Begrenzung des Vierecks U in der r-Ebene entspricht, 
so können wir, wenn die Werte der Invarianten ^2 ^^^ ^3 
gegeben sind, die Perioden 2(0^, 2(d^ so wählen, daß der reelle 

Teil des Quotienten — ^. ^ i^]/3 ist. Auf dieser Tatsache haben 

wir uns im § 68 bei der Besprechung der Konvergenz der 
'^'-Reihen bezogen. 

§ 116. Die Modnlftinktioueu. Eine einwertige Funk- 
tion der Variabein t, die zugleich algebraische Funktion der 
Variabein I ist, bezeichnet man als „Modulfunktion". Unter 
diese Definition fällt selbstverständlich die automorphe Funk- 
tion 2(r) selbst und jede rationale Funktion derselben, es fallen 
darunter aber auch die homogenen Funktionen der Perioden 
2©!, 2(Ö3, die im Problem der Teilung der Perioden auftreten, 
soweit sie homogen vom Grade NuU, also Funktionen des 
Periodenquotienten r sind. Dazu gehören die Quotienten aus 
zwei 'Wurzeln der Teilungsgleichung 
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und die Wurzeln der Invariantengleichung (§ 109). Das Pro- 
blem der Teilung erscheint demnach als Spezialfall der Theorie 
der Modulfunktionen. 

Eine rationale Funktion der Variabein I wird durch alle 
Substitutionen der Modulgruppe V in sich selbst transformiert. 
Umgekehrt ist eine einwertige Funktion der Variabein r 

die durch alle Substitutionen der Modulgruppe in sich selbst 
transformiert wird, wenigstens eine einwertige Funktion der 
Variabelu r. Denn den unendlich vielen homologen Punkten 
der r-Ebene, die demselben Punkt der 2-Ebene entsprechen^ 
ist derselbe Wert der Funktion tp{x) zugeordnet 

Nehmen wir nunmehr an, die einwertige Funktion w der 
Variabein r genüge einer irreduziblen Gleichimg w-ten Grades 

(1) O(«;/J) = 0, 

deren Koeffizienten rationale Funktionen der Variabelu I sind. 
Wenn wir die Variablen w und / durch x ausdrücken, 
so geht die Gleichung (1) in eine Identität über. Wenden 
wir eine Substitution der Modulgruppe 

(U) r = '-^-p^ 

an, so werden die Koeffizienten der Gleichung (1) in sich 
selbst transformiert. Es muß daher auch die Funktion w^ = ^(r,) 
der Gleichung (1) genügen. 

Indem wir der Reihe nach m — 1 geeignet ge- 
wählte Substitutionen der Modulgruppe auf die Funk- 
tion w == (fix) anwenden, erhalten wir die m — 1 übrigen 
Wurzeln der Gleichung (1). 

Zum Beweis nehmen wir einen Augenblick an, daß wir 
bei Anwendung aller Substitutionen der Modulgruppe nur zu 
den p Wurzeln der Gleichung (1) 

(2) w w^ w^' • ' Wp^^ (jp<m) 

gelangen. Unter dieser Annahme wird eine beliebige' Sub* 
stitution der Modulgruppe diese Wurzeln nur untereinander 
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piBrmutieren, sie wird daher eine rationale symmetrische Funk- 
tion F der Wurzeln (2) in sich selbst transformieren. Folg- 
lich ist die Funktion F eine einwertige Funktion der Vari- 
abein I und weil sie eine algebraische Funktion dieser 
Variabein ist, so läßt sie sich rational durch I ausdrücken. 
Aus unserer Annahme folgt daher, daß die Größen (2) einer 
algebraischen Gleichung ^-ten Grades genügen, deren Koeffi- 
zienten rationale Funktionen der Variabein I sind. Aber dies 
widerspricht unserer Voraussetzung, daß die Gleichung (1) 
irreduzibel ist. 

Jede Substitution der Modulgruppe bewirkt eine be- 
stimmte Permutation der Wurzeln der Gleichung (1). Weil 
den unendlich vielen Substitutionen nur eine endliche Anzahl 
von Permutationen gegenüber steht, so müssen unendlich viele 
Substitutionen dieselbe Permutation bewirken. Wenn zwei 
Substitutionen W^ und W^ dieselbe Permutation hervorrufen, 
so läßt die Substitution W^W^'^ jede Wurzel ungeändert. Es 
gibt daher unendlich viele Substitutionen, die jede Wurzel un- 
geändert lassen. Es seien dies die Substitutionen 

<3) Fo=l V, V, F,.... (^rO . 

Diese Substitutionen bilden offensichtlich eine Gruppe; wir be- 
zeichnen dieselbe mit V\ 

Transformieren wir eine Substitution F^ der Gruppe V 
durch eine beliebige Substitution W der Modulgruppe. Die 
Transformierte 

läßt ebenfalls aUe Wurzeln der Gleichung (1) ungeändert und 
gehört daher ebenfalls der Gruppe f an, denn die Permutation 
der Wurzeln, die durch die Substitution W~ ^ bewirkt wird, wird 
durch die Substitution W wieder rück^ngig gemacht. Da- 
raus folgt: Die Gruppe T ist eine ausgezeichnete Unter- 
gruppe der Modulgruppe (vgl. § 92 und 99), 

Es sei r die Anzahl der verschiedenen Permutationen der 
Wurzeln der Gleichung (1), die wir bei Anwendung aller 
Modulsubstitutionen erhalten. Mit 

(4) U, U,--U,_, 

Dnr^ge-Maurer, elliptisohe Funktionen. 5. Aufl. 26 
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1 


y. 


y. 


V, ... 


p; 


v,u. 


KU, 


np,-- 


ü. 


v.u. 


y.u. 


F,f4... 



bezeichnen wir Modulsub&fcitutionen, durch die wir die Anfangs-- 
perniutation in die r — \ übrigen überfuhren können. Wir 
ordnen nun die Modulsnbstituiionen in eine Tabelle 



(5) 



In der ersten Zeile der Tabelle stehen die nnendlich vielen 
Sahstitntionen der Untergruppe V\ die die Änfangspermntation 
der Wurzeln imgeändert lassen. Die zweite Zeile enthält alle 
Substitut! onen, die diese Anfangspermntation iu dieselbe zweite 
Permutation überführen 5 die dritte Zeüe enthält alle Sub- 
stitutionen, die die Anfangsperrautation in dieselbe dritte Per- 
mutation überführen usw. Unsere Tabelle enthält also alle 
Substitutionen der Modnlgruppe und jede nur einmal. 

Die Untergruppe f der Modulgruppe besitzt dem- 
nach einen endliehen Index r (vgL § 99). 

Das Produkt zweier Substitutionen U^ und i7^ wird^ aÜ- 
gemein zu reden ^ nicht in der Reihe der Substitutionen (4) 
enthalten sein, aber es muß sich in der Form 

ausdrücken lassen. Bilden wir nun das Produkt zweier Sub- 
stitutionen V^U^ und V^XU^ die denselben Zeilen der Tabelle (5) 
angehören wie die Substitutionen JJ^ und f/^. WeÜ die 
Untergruppe V ausgezeichnet ist^ so gehört ihr auch die Trans- 
formierte 

an. Es ist daher auch das Produkt 

ebenso wie das Produkt U^ü^ in der j/ + 1-ten Zeile der 
Tabelle (fS) enthalten. Aus dieser Bemerkung ergibt sich eine 
wichtige Folgerung. Jeder Zeile der Tabelle (5) entspricht 
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eine auf die Wurzeln der Gleichung (1) bezügliche Sub- 
stitution. Wir bezeichnen diese Substitutionen der Reihe 
nach mit 

1 Äi S^"'S^_j^. 

Sie bilden eine mit der Modulgruppe isomorphe 
Gruppe G. 

Denn dem Produkt zweier Modulsubstitutionen 
i^x^a) {^iuUs)y denen die Substitutionen S„ und S^ der 
Gruppe G entsprechen, entspricht zufolge (7) das Produkt 

Der identischen Substitution der Gruppe G entspricht die aus- 
gezeichnete Untergruppe T der Modulgruppe. 
Man bezeichnet die Substitutionen (4) 

als ,;Bepräsentanten^^ der Modulgruppe in Beziehung auf die 
ausgezeichnete Untergruppe f. 

In dem Rationalitätsbereich^ den die rationalen 
Punktionen der Variabein J bilden, ist die Gruppe G 
die Gruppe der Gleichung (1). 

Zum Beweis bilden wir eine rationale Funktion F der 
Wurzeln der Gleichung (1), die bei Anwendung der Substitu- 
tionen der Gruppe G ungeändert bleibt, aber bei Anwendung 
jeder anderen Substitution ihren Wert ändert (ygl. § 93). Weil 
die Substitutionen der Modulgruppe f dieselben Permutationen 
der Wurzeln der Gleichung (1) bewirken wie die Substitutionen 
der Gruppe G^ so wird F als Funktion der Variabehi r be- 
trachtet durch die Substitutionen der Modulgruppe in * sich 
selbst transformiert. Daher läßt sich die Funktion 2^>rational 
durch die Variable I ausdrücken. Da nun jede auf die Wurzeln 
bezügliche Substitution, die nicht zur Gruppe G gehört, den 
Wert der Funktion F ändert, so kann die Gruppe der Gleichung 
keine derartige Substitution enthalten. Andererseits ist ein- 
leuchtend, daß aUe Permutationen derWurzehi der Gleichung (1), 
die durch Substitutionen der Modulgruppe bewirkt werden, 
nicht gegen eine rationale Beziehung, die zwischen den Wurzeln 

26» 
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beateht, Terstoßen kÖTmea, Daher muß die Gruppe der Glei- 
chung (1) alle Substitutionen der Gruppe G enthalten.*) 

Wenn der Grad m der Gleichung (1) kleiner als der 
Grad r der Gruppe G ist^ so enthält diese Gruppe eine Anzahl 
von Substitut! oneuj die die Funktion tv = (p(t) umgeändert 
lassen. Diese Substitutionen bilden eine Untergruppe H^ deren 

Grad p — ^ ist. Nehnien wir an^ die Gruppe H bestehe aus 

den Substitutionen 

S^= 1 Sj^ Sj ■ — S^_i^ 

Wir können nun m Substitutionen der Gruppe G 



derart auswählen , daß sich alle Substitutionen der Gruppe G 
in der Form 

(8) S,.T^ (« = 0, 1, 2,. -■,p-l;j3 = 0, 1,2,-.. ,,«-!) 

darstellen lassen, 

Äuii der isomorphen Beziehung zwischen den Gruppen G 
und r ergibt sich, daß die Substitutionen 

(9) F,D„ (^-0, 1, 2, ■ - -.p-h X-0, 1, 2, ^ - ^, in int), 

die den ersten p Zeilen der Tabelle (5) angehören^ eine Unter- 
gruppe H der Mödülgruppe bilden und daß diese Substitutionen 
die Funktion lo = ^(t) in sich selbst transformieren. Den 
Substitutionen TjTg * - - T^_i entsprechen m — 1 Substitutionen 
aus der Reihe UpU^^i**- f'r-u ^'® ^^^ Gruppe H nicht an- 
gehören. Wir wollen sie mit W^W^ • ■ - W^_^^ bezeichnen. 
Der Darstellung (8) der Substitutionen der Gruppe G ent- 
spricht die Darstellung 

*) Wenn wir in den Katioualita.tsb ereich nicht alle rationalen 
Funktionen der Yariabeln I aufnehoien, nondern etwa nur diejenigen, 
deren KoefÜEienten ratiünale Zahlen sind, so ist der Fall vorzusehen, 
daß keine Funktion F von der im Test deÜnierteu Art dem Rationa- 
litätsb ereich angehört. In dießem Fall enthält die Gruppe G nicht alle 
Substitutionen der Örnppe der Gleichung, sondern sie ist eine anB- 
gezeichnete Untergruppe dieser Gruppe. Die A hei sehen Relationen 
(§ lOS) gehen ein Beispiel von rationalen Helationen a wischen den 
Wurzeln, deren Koeffi^eienteu von einer numerischen Irrationalität ab- 
hängen. 
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(10) ' r.u^w^ 

(a = 0,l,2,.-.,i>-l; /3«0,l,2,...,m-l; A = 0,l,2,..., ininf.) 
der Substitutionen der Modulgruppe. Sie liefert uns alle Sub- 
stitutionen der Modulgruppe und jede nur einmal. 

Jede der Substitutionen U^^ W^ darf durch eine beliebig 
zu wählende Substitution, die derselben Zeile der Tabelle (5) 
angehört, ersetzt werden. 

§ 117. Ctoometrische Repr&sentation. Ebenso wie 
wir früher die Funktionen k(r) und J(r) geometrisch reprä- 
sentiert haben (§ 114 und 115), so wollen wir nun auch den 
Verlauf der Fimktion w? = ^(r) geometrisch anschaulich machen. 

Durch die Substitutionen der Gruppe H, die die auto- 
morphe Funktion q){r) in sich selbst transformieren, kann das 
Ausgangsviereck 11 (Fig. 36) in unendlich viele von den Vier- 
ecken n^ transformiert werden, die die positive r-Halbebene 
bedecken. Wir woUen aUe diese Vierecke, in die 77 durch die 
Gruppe H transformiert wird, kurz als „äquivalent^* bezeichnen. 
Durch die Substitutionen 

(1) 1 W, TF,...TF„_, 

(s. den Schluß des vorigen Paragraphen) wird das Viereck 77 
bzw. in die Vierecke 

(2) n n, n,..n„_, 

transformiert. Keine zwei von diesen Vierecken sind einander 
äquivalent. Denn wären etwa die Vierecke 77^ und 77^ äqui- 
valent, so müßte die Substitution W^~''^Wyy die 77^ in 77 
transformiert, der Gruppe H angehören, was nicht der Fall ist. 

Die Substitutionen (1) können in mannigfaltiger Weise 
gewählt werden. Jedem zulässigen System von Substitutionen (1) 
entspricht ein System von nicht äquivalenten Vierecken (2). 
Es sind aber auch umgekehrt die Substitutionen (1) durch 
die Vierecke (2) eindeutig bestimmt und wir können deshalb 
auch von einem System von m nicht äquivalenten Vierecken 
ausgehen. Diese Vierecke können wir so wählen, daß 
sie eine zusammenhängende Fläche Q bilden. 

Zu dem Zweck wählen wir als Viereck 77^ ein Viereck, 
das mit dem Viereck 77 nicht äquivalent ist und mit ihm eine 



406 



§ 117. GeometziBche ReprßiBentatiOD. 



Seite gemein hat. Das Viereck 11^ wählen wir so, daß es mit 
keinem der Vierecke JI^U^ äquiTalent ist und wenigstens mit 
einem derselben eine Seite gemein hat usw. Indem wir dieses 
Verfahren so lang als möglich fortsetzen , erhalten wir eine 
Eeihe von Vierecken 



(3) 



ij n, /;, 



ZT. 



jj - 1 ? 



die eine znsammenhangende Fläche Q bilden. 

Jedes Viereck 11^^ das an das Polygon Q längs einer Seite 
angrenzt, mnß mit einem der Vierecke (3) äqnivalent sein, 
denn anderenfalls könnten wir unser Verfahren fortsetzen. 

Weil es nur m nicht äquivalente Vierecke gibt; kann die 
Zahl p nicht > m sein; daß sie auch nicht < m sein kann, 
beweisen wir indirekt. 

Unter der Voraussetzung p <Zm gibt es unter den Vier- 
ecken iT| solche, die mit keinem der p Vierecke (3) äquivalent 
sind. Wir verbinden einen Punkt in der Fläche Q mit einem 
Punkt im Innern eines dieser Vierecke durch einen Weg L, 
der durch keinen Eckpunkt eines der Vierecke /T^ hindurch- 
geht. Dieser Weg L durchlaufe der Reihe nach die Vierecke 
^p^p + i * ' * ' I^ dieser Reihe sei U^ das erste Viereck, das 
mit keinem der Vierecke (3) äquivalent ist Weil nach Vor- 
aussetzung jedes der Vierecke U^, das an das Polygon Q 
angrenzt ^ mit einem der Vierecke (3) äquivalent ist^ muß 
q^p + 1 sein. 

Das Viereck n^._^ ist mit einem der Vierecke (3) äqui- 
valent; es sei dies das Viereck ZTj^. Die Substitution der 
Gruppe H^ die II^_i in 17^ transformiert^ transformiert das 
Viereck 77^ in ein Viereck n\ das mit /7j^ eine Seite gemein 
hat, weil die Vierecke H^^i und 77^ längs einer Seite zu- 



Das mit dem Viereck //^ äquivalente Viereck 7?' ist mit 
keinem der Vierecke (3) äquivalent und es hat mit dem 
Viereck 11^ also auch mit der Fläche Q eine Seite gemein. 
Dies steht im Widerspruch zu unserer Annahme, also muß 
p ^m sein. 

Die Vierecke 77^, die die positive t- Halbebene bedecken, 
ordnen sich zu m in Polygone Q^ die mit dem Polygon Q 
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äquivalent sind. Im Fall der Funktion k(r) sind die Poly- 
gone Qj mit den Vierecken Pj identisch, die sich aus je sechs 
Ton den Vierecken 77, zusammensetzen (vgl. § 115). 

Nehmen wir an, das Polygon Q^ hänge mit dem Anfangs- 
polygon Q längs der Seite s zusammen. Die Substitution U^ 
der Gruppe H, die das Polygon Q in Q^ transformiert, ordnet 
der Seite s des Polygons Q^ eine Seite s' des Polygons Q zu. 
Da die Seite s auch dem Polygon Q angehört, so sind durch 
die Substitution U^ zwei Seiten dieses Polygons einander zu- 
geordnet und weil das Polygon Q längs jeder seiner Seiten an 
«in äquivalentes Nachbarpolygon grenzt, so ist jeder seiner 
Seiten eine andere durch eine Substitution der Gruppe H zu- 
geordnet. Dabei ist nicht ausgeschlossen, daß eine Polygon- 
seite sich selbst zugeordnet ist. 

Durch die Zuordnung der Seiten sind die Substitutionen 
der Gruppe H, die die Zuordnung vermitteln, vollständig be- 
stimmt und man kann geradezu durch die Zuordnung der 
Seiten des Polygons Q die erzeugenden Substitutionen der 
Gruppe H bestimmen. 

Wenn wir die m Vierecke (2), aus denen das Polygon Q 
besteht, mittelst der Funktion I(r) auf die 2- Ebene abbilden, 
so wird diese m-fach überdeckt. Wir legen mm m Exemplare 
der /-Ebene aufeinander und schneiden ein jedes längs der 
Abschnitte 0, 1 und 1, -f- oo der Abszissenachse auf, auf die 
die Seiten der Vierecke 77< abgebildet werden. Auf jedes 
Blatt wird eines der Vierecke (2) abgebildet. So oft zwei 
von den Vierecken (2) längs einer Seite zusammenhängen, 
heften wir die entsprechenden Blätter längs des Achsenabschnitts, 
der der gemeinsamen Seite entspricht, zusammen und erhalten 
80 eine m-blättrige Riemannsche Fläche T. 

Den Eckpunkten der Vierecke (2), in denen eine Anzahl 
derselben zusammenhängt, entsprechen die Windungspunkte 
der Riemannschen Fläche (vgL F. Th. § 58). Die Windungs- 
punkte können also nur in die Punkte 0, 1, oo der /-Ebene 
fallen. 

Einem gegebenen Wert der Funktion I(r) entspricht in 
jedem der m Vierecke (2) ein Punkt; diesen m homologen 
Punkten sind die m verschiedenen Werte der Funktion w=^g)(t) 
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zugeordnet In der Rie mann sehen Fläche T eDtspreeheji den 
m Punkten in der t- Ebene m sich deckende Punkte in den 
m Blättern. 

Wenn wir w als Funktion der Variabein t betrachten^ so 
ordnen wir die Werte w eindeutig den Punkten des Polygons Q 
zu, betrachten wir w als Funktion der Variaheln /, so ordnen 
wir die Werte w eindeutig den Punkten der Eiemannschen 
Fläcbe T m 

Wenn die Funktion w{r) einen beliebigen vorgeschriebenen 
Wert nur in einem Punkt der Fläche Q annimmt^ so ver- 
mittelt diese Funktion eine konforme Abbildung des Polygons Q 
auf die Biemannsehe Fläche T. In diesem Fall läßt sich 
die Funktion I(t) rational durch die Funktion ic{%) ans- 
drÜGken. 

Dies tri fit z. B. für die Funktion X{t) zu. 

Wenn die Funktion i*' (^) einen gegebenen Wert in2>Ponkteii 
des Polygons Q annimmt j so sind die Koeffizienten der Glei- 
chung, die tv als Funktion der Variabein 1 bestimmt, ganze 
rationale Funktionen jj-ten Grades dieser Variabein. 



§ 118, Die Kongniemzgrupiieii. Man kann zur Zeit 
nur diejenigen Untergruppen der Modulgruppe arithmetisch 
definieren^ die sich durch Kongruenzen nach einem gegebenen 
Modul charakterisieren lassen. Man nennt diese Untergruppen 
nach Klein s Vorgang ^^ongruenzgruppen". Insbesondere be- 
zeichnet man als „Hauptkongruenzgruppe w-ter Stufe** die 
Untergruppe der Modulgnippe^ deren Substitutionen durch die 
Kongruenzen 

(1) a = 8 = ±l ß = y = mod n 

charakterisiert sind. 

Die Kongruenzen, die eine Kongruenzgruppe definieren^ 
dürfen nicht beliebig gewählt werden: damit ein Sjst^Bm von 
Bedingungen eine Gruppe bestimmt, ist erforderlich^ daß diesen 
Bedingungen gleichzeitig mit den Substitutionen F^ und V^ 
das Substitutionenprodukt V^ K, genügt. 

Um die folgenden Auseinandersetzungen abzukürzeUj be- 
zeichnen wir die Substitution 
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im Einklang mit der Seite 363 eingeführten Bezeichnungsweise 
symbolisch durch 



W 



Weil ein gleichzeitiger Zeichenwechsel aller Koeffizienten 
die Substitution ungeändert läßt, ist 



\y ö) \^y -s) 



Wenn die Koeffizienten zweier Substitutionen den Kon- 
gruenzen 

a= a ß= b y= c 8= d 
oder mod n 

a = — a ß = — b y = — c 8 = — d 

genügen, so bezeichnen wir die beiden Substitutionen als äqui- 
valent in Beziehung auf den Modul n und drücken das durch 
das Zeichen 

fa ß\ (a &\ 



( ^)^^( J modw 
\y S) \c d) 



aus. 

Wenn die Substitutionen Fj und W^ imd die Substitut 
tionen V^ und W^ äquivalent sind, so sind auch die Substitu- 
tionenprodukte Fj Fg imd TFj W^ äquivalent. 

Die Substitutionen, die den Kongruenzen (1) genügen, 
sind in Beziehung auf den Modul n der identischen Substitu- 
tion äquivalent. Auf Grund der eben gemachten Bemerkung 
folgt hieraus sofort, daß diese Substitutionen in der Tat eine 
Gruppe bilden. Transformieren wir eine Substitution der Haupt- 
kongruenzgruppe 

durch eine beliebige Substitution der Modulgruppe 

(a ß' 



W 



V s'J 
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Weil Vi^ 1 iat^ gehört auch die transformierte Substitution 

der HauptkoQgTUenzgruppe an. 

Die Hauptkongruenzgrüppe n-tev Stnfe ist daher 
eiEe auegezeichiiete Untergruppe der Modulgruppe, 

Aue der Definition der Äquivaleaz in Beziehung auf den 
Modul n ergibt sich^ daß wir aus der Modulgmppe nur eine 
endliche Anzahl nicht äquivalenter Substitutionen auswählen 
können. Wir bezeichnen diese Anzahl mit r und mit 



Ih 



U^. 



(2) IJ,= \ ü, .., 

ein Tollständiges System nicht äquivalenter Substitutionen. 

Eine beliebige Substitution W der Modulgruppe ist einer 
der Substitutionen (2) äquivalent. Es sei dies die Substitu- 
tion U^, , 

Das Produkt F= WU~^ ist daher der identischen Sub- 
stitution äquivalent und gehört daher der Hauptkongruenz- 
gruppe an. Daraus folgt: aUe Substitutionen der Modulgruppe 
Lassen eich in der Form 

W= rU, = 0,1,2, ^^', r-l) 

darstellen, wo V eine Substitution der Hauptkongruenzgruppe 
bedeutet. Die Substitutionen (2) bilden daher ein Repräsen- 
tantensystem der Modulgruppe in Beziehung auf diese. Der 
Index derselben ist also = r (§ 99), Wir wollen sie deshalb 
mit r^ bezeichnen. 

Wir haben nun noch die Anzahl r der nicht äquivalenten 
Substitutionen der Modulgrnppe festzustellen. Dabei stützen 
wir uns auf den sofort zu beweisenden Hilfssatz: 

Sind Tier Zahlen ahcd gegeben, die der Kongruenz 

(3) ad — 6c = 1 mod n 

genügen, so können wir immer eine Modulsubititution be- 
stimmen^ die den Kongruenzen 

(4) a = o ß^^ y ^€ S ^d mod n 
genügt. 

Es ist klar, daß alle Modulaubstitutionen, die den Kon- 
gruenzen (4) genügen, untereinander äquivalent sind. 
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Den Lösungen 



c :) - c: ::) 



der Kongruenz (3) entspricht dieselbe Substitution der Modul- 
gruppe. Die beiden Zahlenquadrupel stellen verschiedene 
Lösungen der Kongruenz (3) dar, außer wenn w = 2 ist. 

Die Anzahl r der nicht äquivalenten Substitutionen der 
Modulgruppe ist also gleich der Anzahl der Lösungen der 
Kongruenz (3), wenn w = 2 ist und gleich der Hälfte dieser 
Anzahl, wenn n > 2 ist. 

Wir müssen nun die Anzahl der Lösungen der Kongruenz (3) 
hestimmen; wir wollen sie mit %(w) bezeichnen. 

Unter der Voraussetzung, daß n eine Primzahl ist, haben 
wir schon, früher gefunden, daß 

j^(w)«w(w«~l) 

ist. Wir woUen nun zunächst annehmen, es sei n Potenz einer 
Primzahl =^ p^. 

Wählen wir für a eine nicht durch p teilbare Zahl, so 
können wir die Zahlen b und c beliebig wählen, die Zahl d 
ist durch die Kongruenz (3) bestimmt. Da es p^ —p'^-^ 
modulo p'' inkongruente durch p nicht teilbare Zahlen gibt, 
80 erhalten wir (p* — p'''"^)2>^* verschiedene Möglichkeiten. 

Wählen wir sodann für a eine durch p teilbare Zahl, so 
können wir die Zahl cj beliebig wählen, für b dürfen wir eine 
beliebige nicht durch p teilbare Zahl wählen, die Zahl c ist 
dann durch (3) bestimmt. Wir erhalten in diesem Fall 
pTt-ij^Tt (^pTi — ^« - 1) Möglichkeiten. Folglich ist 

(5) x{n) ^p'--^(p-^^ -p-^) = n» (l - -i) . 

Wenn die Zahl n durch verschiedene Primzahlen teilbar 
ist, so können wir sie in zwei relativ prime Faktoren n^ und 
Wj zerspalten. Wir bestimmen nun zwei Zahlenquadrupel durch 
die Kongruenzen 

(6) a^rfi — 6jCj = 1 mod n^ a^d^ — ftgCg ^ 1 mod n^ 
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nnd bestimmen dann die Zahlen ah cd dnrch die Kongruenzen 
[a^Oj 6^6j c ^ C2 d ^ d^ mod n^ 



(7) 

\a^a^ 6 = 62 c=^c^ d=^d^ mod n, . 

Jedem Paar von Lösungssystemen der Kongruenzen (6) 
ist durch (7) eine Losung der Kongruenz (3) zugeordnet und 
diese Zuordnung ist wechselseitig eindeutig. Unter der Voraus- 
setzung^ daß die Zahlen n^ und n^ relativ prim sind^ ist daher 

(8) zKw2)-zWzK)- 

Wir zerlegen nun die Zahl n in ein Produkt von Prim- 
zahlpotenzen 

n = f^^iß^^ • • • iß^i 

und erhalten auf Grund der Gleichungen (5) und (8) 

(9) ,(„) = „3(i_i^)(i_i^)...(l_A,). 

Die Anzahl der nicht äquivalenten Substitutionen 
der Modulgruppe ist also =6, wenn w == 2 ist und 
^\l{n) für w> 2. 

Es bleibt noch zu beweisen^ daß es eine Substitution der 
Modulgruppe gibt, deren Koeffizienten den Kongruenzen (4) 
genügen. 

Wir nehmen zunächst an, die Zahlen a und 6 seien 
relativ prim und setzen unter 2, \i beliebig zu wählende ganze 
Zahlen verstehend 

Aus diesen Gleichungen folgt ' • 

ad — ßy ^ ad — hc + {a^i — bX) n . 

Wegen (3) ist 

arf— &c = 1 -f- en, ,) 

wo e eine ganze Zahl bedeutet. 

Weil die Zahlen a und b nach Voraussetzung relativ prim 
sind, können wir die Zahlen X und ft so wählen, daß 

bX — afi = e 
und folglich 

a«J — i3y=l ) 
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ist. Die Substitution 



c:) 



genügt den gestellten Bedingungen. 

Der B'all, daß die Zahlen a und b nicht relativ prim sind, 
läßt sich auf den eben erledigten zurückführen. 

Weil nur die Reste der Zahlen ahcd modulo n in Betracht 
kommen, können wir die Zahlen a und h durch kongruente 
Zahlen a' = a + Xn, V=b + (in ersetzen und die Zahlen l 
und fi so wählen, daß a und 6' relativ prim sind. 

Die Hauptkongruenzgruppe zweiter Stufe besitzt den Index 6. 

Die sechs Substitutionen 

,_ r — 1 1 ^ 1 r 

'^"'^y "7~' T^^' ^— A, -y, Yir^c 

bilden ein vollständiges Repräsentantensystem der Modulgruppe 
in Beziehung auf diese Gruppe fg. 

Diese sechs Substitutionen sind uns schon früher ent- 
gegengetreten (s. § 115, Nr. 7): sie transformieren das Vier- 
eck /7, den Pundamentalbereich der Funktion I{t) in die 
sechs Vierecke 11 n^- - - II^j die zusammen das Viereck P, 
den Fundamentalbereich der Funktion A(r) büden. Die Haupt- 
kongruenzgruppe zweiter Stufe Tg ist demnach identisch mit 
der Gruppe der Substitutionen, die die automorphe Funktion 
2(r) in sich selbst transformieren. 

§ 119. Die Punktion j(^tr)- ^^ ^^^ ^®^^^^ ®^^® 
Funktion anzugeben, die durch die Hauptkongruenzgruppe w-ter 
Stufe r^ in sich transformiert wird. 

Wir verstehen unter ahcd ganze Zahlen ohne gemein- 
schaftlichen Teiler, die der Gleichung 

(1) ad — 1)0=^ n 
genügen und setzen zur Abkürzung 

(2) t=^'+\^*) 

*) In der Theorie der Transformation der elliptischen Funktionen 
(§ 101) haben wir auch „imprimitive" Periodensubstitutionen 
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Wir beweisen zunächst: den unendlich vielen Zahlen- 
quadrnpeln^ die der Bedingung (1) genügen, entspricht 
nur eine endliche Anzahl von Werten der Funktion 

(3) «; = /(<). 

Zum Beweis wenden wir auf die Variable i die Modul- 
substitution 

(4) "^-lijt M-^;'=i) 

an. Aus (2) und (4) folgt eine Gleichung der Form 

(5) '' = -xf' 

und zwar ist 

c ==ya + de d'^ yb + dd. 

Über die KoefELzienten der Modulsubstitution (5) können wir 
derart verfugen, daß V = und O-^e <Za ist 

Die Zahlen a und ß sind relativ prim. Wir müssen 
daher, um der ersten Bedingung zu genügen 

(7) « = ±4 ^ = t| 

setzen, wo 6 den größten gemeinschaftlichen Divisor der beiden 
Zahlen b und d bedeutet. 

Bezeichnen wir mit y^ ö^ zwei Zahlen^ die der Bedingung 

genügen, so sind alle mögliehen Werte der Zahlen yi in 

der Form 

(9) 7-70 + 9^ ^ = *o + 9ß 

mithalten. Die Zahl ^ kann beliebig gewählt werden. 

deren KoefiSzienten einen gemeinsch&iflilichen DiTiäor besitzen, in Beia*aeirt 
gezogen. Wenn wir Ton den homogenen Periodensnbstitalionen zu dem 
nichthomogenen Sobätitiitionen übergehen^ die sich anf den Feriodnt- 
qxrotienten beziehen, so kann ein gemeinöchaffclicher DiTisor der Snb- 
stitutioQ&koeÖizienten weggehoben werden xznd wir können , ohne dbe 
Allgemeinheit der üntersaehTing za beschränken^ annehmen, dafi dia»^ 
▼on Toraherein geschehen sei. 
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Substituieren wir die Werte (7) und (9) in die Gleichungen 
(6), so folgt 

a' = ± ^ y^o 

Weil nur die Verhältnisse der vier Zahlen a'Vcd' in Betracht 
kommen, genügt es, die oberen Zeichen beizubehalten. 

Die Zahl 6 ist eindeutig bestimmt, dagegen ist die Zahl c 

nur modulo — == + a' bestimmt. 

Weil die Zahlen ah c d nach Voraussetzung keinen ge- 
meinschaftlichen Divisor besitzen, so gilt dasselbe für die 
Zahlen aVc'ct, folglich muß c relativ prim gegen den größten 

gemeinschaftlichen Divisor der beiden Zahlen 6 und — sein. 

Wenn die Zahlen d'V d'd'' ebenfalls der Bedingung (1) 
genügen und bzw. zu den Zahlen ah cd kongruent sind 
(modulo n), so entsprechen den beiden Quadrupeln dieselben 
Zahlen 6 und c'. 

Substituieren wir die Werte (10) in (5), so folgt 

(11) «' = --=^ 

mit dem Zusatz: 6 bedeutet den größten gemeinschaftlichen 
Divisor der Zahlen h imd d\ die Zahl v ist die kleinste nicht 
negative Wurzel der Kongruenz 

V = ay^ + c8^ mod — • (10) 

Sie ist relativ prim gegen den größten gemeinschaftlichen 
Divisor der Zahlen 6 und — • 

Die Zahlen y^ imd 8^ genügen der Gleichung (8) 

und dürfen im übrigen beliebig gewählt werden. 
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Wegen (4) ist 

w^I{t)^I{t'). 

Die Anzahl der verschiedenen Funktionswerte, die den un- 
endlich yielen Zahlenquadrupeln mit der Determinante n ent- 
sprechen ist daher gleich der Anzahl der Zahlenpaare 6, v, die 
den vorstehenden Bedingungen genügen. 

Wir bezeichnen diese Anzahl mit ^(w) und setzen zur 
Abkürzung 

^v + <y'P > 



T ) 



Es ist ohne weiteres klar, daß die Zahlen öv und folglich 
auch der Wert der Funktion w nur von den Resten der Zahlen 
ah cd modulo n abhängen. 

Wir wollen zwei spezielle Folgerungen aus den voran- 
gehenden Ausführungen hervorheben. 

Damit Ht) = w^^ ist, ist erforderlich und hinreichend, 
daß die beiden Zahlen h und d durch n teilbar sind. Dem- 
entsprechend müssen, damit I(£) = w^^ ist, die beiden Zahlen 
a und c durch n teilbar sein. 

i j^Um die zahlentheoretische Funktion ^(w) zu bestimmen, 
zerlegen wir wieder die Zahl n in ein Produkt von Prim- 
zahlpotenzen 
(12) n = ft^x2>j^.. ..^.^j 

und nehmen an, es sei 



n 



(13) ^=i>/'i>,^ •••!'/• (0^A,^«,;x = l,2,...») 



n 



Weil die Zahl v nur modulo — bestimmt ist, kommen 

auch nur ihre Beste in Beziehung auf die i Moduln pj-x in 
Betracht. 

Wenn < X^ < st^ ist, so sind die beiden Zahlen 6 und 
-— .durch p^ teilbar, folglich muß die Zahl v relativ prim zu 
p^ sein. Für den Rest dieser Zahl modulo pj^x ergeben sieh 
^omii pj-x — pj-x-^ verschiedene mögliche Annahmen. 

Ist dagegen A^ = ä^, so ist 6 nicht durch p^ teilbar und 
der Rest der Zahl v modulo pj^x unterliegt keiner beschränkenden 
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Bedingung. Wir erhalten also in diesem Fall 'g^* verschiedene 
Möglichkeiten. 

Ist endlich A^ » 0, so gibt es nur eine Zahlklasse 
modp/x. 'Wir erhalten also, soweit die Primzahl ^^ in Be- 
tracht kommt, im ganzen 



Ä^-l 



^'Cp^ -i^>-0 + VJ"- + 1 -K^- (i + ^) 



2^=1 



yerschiedene mögliche Annahmen bezüglich der Zahlen — 
und V, Für die Anzahl der yerschiedenen Zahlenpaare 6^ v 
erhalten wir folglich den Ausdruck (vgl. S. 411 unten) 

<14) ^(«)-n(l + l)(l + l)...(l+l). 

Wir imtersuchen nun, wie sich die Funktion 

der Variabein r den Modulsubstitutionen gegenüber verhält. 
In einem zum Punkt x homologen Punkt 

(15) r' = ;;:-+-|;| («'d' - ^y = 1) 

nimmt die Funktion w den Wert 

an und zwar ist 

^1^) c" ^ ca + rfy' d" == c/3' + dcT. 

Die vier Zahlen a" &" c" ef ' haben ebenso wie die Zahlen 
ai cd keinen gemeinschaftlichen Divisor und ihre Deter- 
minante besitzt ebenfalls den Wert n. Daher ist der Wert 
«(;* (16), den die Funktion w im Punkt x annimmt, jeden- 
falls gleich einem der Werte w^^. Bei Anwendung der 
Substitutionen der Modulgruppe werden also die 
^(n) Werte w^^ untereinander permutiert. 

Dardge-Maurer, elliptische Funktionen. 5. Aufl. 27 
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Nehmen wir insbesondere an, die Substitution (15) ge- 
höre der Hauptkongruenzgruppe n-ter Stufe f^ an, es sei also 

a = d = ±l j3 = y = mod n . 

Unter dieser Yoraussetzuug ist 

a' = ±a V = ±h c'' ~±c et' ~±d mod n 

und es ist deswegen 

\a + & r/ \a + brj 



W" 



Jeder der ^(w) Punktionswerte m;^^ wird also durch 
die Substitutionen der Hauptkongruenzgruppe w-ter 
Stufe r^ in sich selbst transformiert. 

Wir bezeichnen im Einklang mit der im § 116 ge- 
brauchten Bezeichnung mit 

(18) Fo-1 V, r,... 

die Substitutionen der Gruppe f^, mit 

(19) U,^l U, U,.--Tl_, 

ein Repräsentantensystem der Modulgruppe in Beziehung auf 
die Gruppe f^. 

Die Koeffizienten der Substitutionen (19) sind nur modulo 
n bestimmt. 

Unter den Substitutionen (19) gibt es eine Anzahl, die 
die Funktion 

in sich selbst transformieren. Es seien dies die Substitutionen 

(20) üo U, U,-.ü^_,. 

Die Zahl q ist ein Divisor der Zahl r. 

Aus der Reihe der Substitutionen (19) können wir — 
Substitutionen 

(21) TTo^l W, TT,... TT, 

derart auswählen, daß sich die sämtlichen Substitutionen (19) 
in der Form 
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(x = 0,l,2,-.r-l; A = 0,l,2,.-p-l;^ = 0,l,2,-'^-l) 

darstellen lassen. 

Keine zwei von den Substitutionen (21) können die Funk- 
tion w^Q in dieselbe Punktion w^^ transformieren. Wir werden 

nun beweisen, daß — = ^(n) ist. Daraus folgt dann: 

Die Modulgruppe enthält Substitutionen, die eine 
gegebene Funktion aus der Reihe der ^(n) Funktionen 
Wg^ in eine beliebige andere Funktion aus derselben 
Reihe transformieren. 

Die Funktion w^^ = I{nt) wird durch die Modulsub- 
stitution (15) in 

transformiert. Damit w* = w^^ ist, müssen, wie oben (S. 416) 
bemerkt worden ist, die Zahlen V = ß' und rf' == nd' durch n 
teilbar sein. Die Koeffizienten der Substitutionen (20) ge- 
nügen also der Kongruenz 

(22) /T = mod n 

und sie genügen als Koeffizienten yon Modulsubstitutionen 
außerdem der Kongruenz* 

aö'-ß'y—l modw. 

Der Koeffizient a kann beliebig aus der Reihe der zur Zahl 
n relativ primen Zahlen gewählt werden; ist dies geschehen, 
so ist der Koeffizient 8' mod n bestimmt. Der Koeffizient / 
kann beliebig gewählt werden. 

Die Anzahl der inkongruenten zum Modul n relativ 
primen Zahlen ist bekanntlich 

.p(«)=n(l-l)(l-i)...(l-l). (12) 

Weil den beiden Zahlenquadrupeln a', ß\ /, d' und — «', 
— ß\ — /, — 8' dieselbe Modulsubstitution entspricht, ist 
daher 

27* 
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Q = iw 9(»») für w > 2 
und 

(> = n fp{n) «2 für w = 2 . 

Im ersten Fall ist (vgl. Nr. 9 des vorigen Paragraphen) 

-Mi-^.)('-s')-('-s-) 

-^n9(w)^(w) (14) 

im zweiten 

r = n(p{n)'^(n) = 6. 

Es ist daher auf jeden Fall 

— = ^(w) w. z. b. w. 

Unter den Substitutionen (20), die die Funktion w^^ in sich 
transformieren, gibt es eine Anzahl, die außerdem die Funk- 
tion w^Q = i(— j in sich transformieren. Die Modulsubstitution 

(15) transformiert w^^ in 

y' + d'r 






\a n-\- (i nxj 

Wie S. 416 bemerkt worden ist, müssen, damit w^ = w^^ ist, 
die beiden Zahlen y und an durch n teilbar sein. Es ist 
also / = mod n. Die Modulsubstitutionen, die die beiden 
Funktionswerte w^q und w^^ in sich transformieren, genügen 
demnach den Kongruenzen (22) 

(23) /3' = / = ad' = l modn. 

Eine dieser Substitutionen transformiert die Funktion 

»..-/(ii--) 

in die Funktion 

j/ (>^'+/)+(P^+ j>). (17) 

oy \ na -{-nß r J ^ ^ 

Wegen (23) ist die Zahl d"= /3' + d' relativ prim zur Zahl n 
und, weil der größte gemeinschaftiche Divisor der Zahlen d" 
und 6" = n/3' auch Divisor der Determinante n ist, so sind 
auch die Zahlen 6" und d" relativ prim, es ist also <J — 1 zu 
setzen (siehe die Bemerkung zu (7)). 
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Die Zahl v ist durch die Kongruenz 

(24) i; = waVo + («' + y')*o ^odn 

= «'do (23) 

bestimmt (vgl. den Zusatz zu (11)). Die Zahlen y^ und 8^ 
genügen der Gleichung 

Hieraus folgt auf Grund von (23) die Kongruenz 

(25) d'*o = l modw. 

Aus (24) und (25) ergibt sich die Kongruenz 

(26) d'v = a mod n 

die den Index v bestimmt. 

Damit die in Rede stehende Substitution auch die Funk-^ 
tion ii\^ in sich transformiert, muß v = 1 also 

a = d' mod n 

sein (26). Wenn diese Bedingung zu den Bedingungen (23) 
hinzutritt, so gehört die Substitution der Gruppe f^ an. 

Die Hauptkongruenzgruppe w-ter Stufe f^ enthält 
demnach alle Substitutionen der Modulgruppe, die 
gleichzeitig alle ^(n) Werte w^^ in sich transfor- 
mieren. 

§ 120. Die luvarianteugleichnng. Weil bei An- 
v^endung einer beliebigen Modulsubstitution die f(n) Punk- 
tionen 

(1) -».= ^^4^" 

nur untereinander vertauscht vv^erden, ist eine symmetrische 
Funktion dieser Größen eine einw^ertige Funktion der Variabein / 
(S. 400). Folglich sind die Größen w^^ Wurzeln einer alge- 
braischen Gleichung vom Grade m='f(n) 

(2) F(w/r) = w"' + Ä^w"^-^ . . . + ^« - 0, 
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^e^en Koeffizienten einwertige Funktionen der Variabein / 
sind* Man bezeichnet diese Gleichung als Invariantengleichung 
(vgl § 109, Schluß). 

Als Funktion der Variabein r betrachtet wird die In- 
variante J nur im unendlich fernen Punkt der T-Ebeue und 
in A^jx homologen Punkten unendlich (§ lln). Die Funktion 
1(t) wird also nur unertdlich^ wenn daa Argument x eine 
reelle rationale ZaM ist. Die Funktionen w^^ (1) werden da- 
her ebenfalls nur fiir reelle rationale Werte der Variabehi t 
uneudliek Eine jede dieser Größen kann daher, als Funktion 
der Variabein / betrachtet , nur im unendlich fernen Punkt 
der J'Ebene unendlich werden. Daraus folgt^ daß die Koeffi- 
zienten der Gleichung (2) ganze (rationale oder transzendente) 
Funktionen der Variabein / sind. 

Um dafi Verhalten dieser Koeffizienten in der Umgebung 
des unendlich fernen Punktes der /-Ebene zu untersuchen, 
benutzen wir die Reihenentwicklungen, die die Größen / und 

als Punktionen der Variabein t darstellen. 



«f. 



tind 



Ans den Gleichungen 

27 i'(i ^ ly 



27 **r* 



115, Nr. 7) 



(§ 66, Nr 13 und § 61, Nr. 6, 7 und 8) 

ergibt sich für die Funktion I{%) die Eeiheaentwicklung * 

(3) I(r) - j^ [1 + 7449» + 196 844«* + .••]. 

Diese Reihenentmcklung kann nur gerade Potenzen von q 
enthalten, weil dies fiir die Reihenentwicklungen der Größen 
h*^ und &* gilt; die Koeffizienten sind rationale Zahlen- 
Mittelst der Funktion /(t) wird die /-Ebene auf dag 
Kreisbogenviereck U in der positiven f-Halbebene abgebildet 
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(vgL Fig. 36, S, 397), das zwischen den Ordinaten durch die 
Punkte und 1 liegt. Rückt der variable Punkt in der 
i-Ebene ins Unendliche, so wächst demnach die Ordinate des 
Bildpunktes t durch positive Werte ins Unendliche und es ist 
lim g — 0. 

Hieraus folgt weiter (3) 

TS= OD 



und 

rt% 

lim d> *» ^L, 



lim 6 ^ w„^=^^^,' (1) 



Der Vergleich dieser beiden Gfrenzbedingungen zeigt, daß 
der Quotient 



r 

endlich bleibt, wenn der Punkt I ins Unendliche rückt. 

Daraus folgt, daß die Koeffizienten der Gleichung (2) nur 
wie eine angebbare Potenz der Yariabeln I unendlich werden, 
wenn die Variable unendlich wird. 

Wir haben bereits nachgewiesen, daß diese Koeffizienten 
ganze Funktionen der Variabein 1 sind; wir können nunmehr 
feststellen, daß sie rationale Funktionen sind. 

Die Gruppe G der Gleichung (2) läßt sich isomorph auf 
die Gruppe f der Modulsubstitutionen beziehen, derart, daß 
der identischen Substitution der Gruppe G in der Modul- 
gruppe r die Hauptkongruenzgruppe n-ter Stufe f^ entspricht 
(vgl. § 116). Wir haben früher bewiesen, daß die Gruppe G 
einfach ist, wenn die Zahl n eine Primzahl > 3 ist (§ 108); 
ist die Zahl n zusammengesetzt, so ist, wie man sich leicht 
überzeugt, auch die Gruppe G zusammengesetzt. 

Die Modulgi'uppe enthält, wie im vorigen Paragraphen 
gezeigt worden ist, Substitutionen, die eine gegebene Größe 
aus der Reihe w^^ in eine beliebige andere transformieren. 
Polglich enthält die isomorphe Gruppe G eine Substitution, 
die eine gegebene Wurzel der Gleichung (2) durch eine be- 
liebige andere ersetzt; sie ist also transitiv (§ 90). Hieraus 
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folgt (§ 96): Die Invariantengleichung ist irreduzibel^ 
wenn als Bationalitätsbereich der Inbegriff der 
rationalen Funktionen der Yariabeln I festgesetzt 
wird. 

Weil die Größen w^^ = -?(wr) und w^^ = if-j der Gleichung- 

(2) genügen, verschwinden die beiden analytischen Aus- 
drücke 

(4) F{I{nr)/I{t)) 

und 

(5) -^W^)|a-)) 

identisch. Dasselbe gilt für den Aasdruck 

(6) F(m/Hnt)), 

der aus (6) hervorgeht, wenn wir r durch nt er- 
setzen. 

Der Vergleich der Ausdrücke (4) und (6) zeigt, daß die 
Gleichung (2) in Geltung bleibt, wenn wir die Größen w und 
I vertauschen. Weil diese Gleichung irreduzibel ist, können 
sich daher die beiden Polynome F(w/I) und F(I/w) nur um 
einen konstanten Faktor unterscheiden. Es ist also 



und folglich 



F(u?/I) = cF{I/w) 
F{Ilw) = cF{u;/I) 



also c «=« ± 1. 

Wäre c « — 1, so müßte F{I/I) = sein; es würe also' 
das Polynom F(w/I) durch die Differenz w — I teilbar. Dies 
ist unmöglich, weil die Gleichung (2) irreduzibel ist Es ist 
daher 
(7) F(tc!I)^F{Lw), 

Das Polynom jF(tf I) ist in bezug auf die Variable tc vom 
Gnde im =« i*{n) und der Koeffizient von ir" hat den Koeffi- 
zienten 1. Folglich ist das Polynom auch in Beziehung auf 
die Variable I vom Grade m und der Koeffizient von I^ ist 
— 1. Daraus folgt: die Koeffizienten J.^-!, • • • -^_t 
der Gleichung ^2) sind höchstens vom Grade m — 1 
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in der Variabein J, der Koeffizient A^ ist vom 
Grade m. 

Um die ganzen Funktionen A^A^* - ^ A^ der Variabein J 
zu berechnen^ kann man sie erst mit unbestimmten Koeffizienten 
ansetzen und dann in die Gleichung (2) für 1 die Reihe (3)^ 
für w die Reihe 

«'„o = lä^ [l + 7442«» + 196 884«*- + • • •] 

substituieren. Indem man die Koeffizienten der einzelnen 
Potenzen der Größe $ gleich Null setzt, erhält man lineare 
Gleichungen zur Bestimmung der Koeffizienten der Funktionen 
A^A^ ' • • A^, 

Diese Koeffizienten ergeben sich als rationale Zahlen, 
weil die Koeffizienten der Reihenentwicklungen rationale 
Zahlen sind. 

Dieses Verfahren gestaltet sich aber praktisch sehr um- 
ständlich, weil die zu bestimmenden Koeffizienten sehr große 
Zahlen sind; es ist deshalb nur für den Fall w = 2 durch- 
geführt worden. 

Man gelangt durch die folgende Überlegung zu Glei- 
chungen, die eine große Analogie mit der Inyariantengleichung 
zeigen : es sei u » f(t) eine Modulfunktion, die der algebraischen 
Gleichung 
(8) 0(u/I) = 



--^(^) (ad^lc^n) 



und femer 

/c + dt' 



genügt. Wir setzen wie oben 

Zwischen den Größen w und v besteht die Gleichung 

(9) <P(v/w;) = 0. 

Eliminiert man aus den Gleichungen (2), (8) und (9) die 
(Jrößen I und Wy so ergibt sich eine Gleichung 

(10) W(ylu) = 
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zwischen den Größen 

«=./•(.) und f = /^(^-|j)- 

Man bezeichnet eine derartige Gleichung als ^^Modnlargleichung^. 
Die am Schluß des § 109 erwähnten Gleichungen zwischen 
den Großen 

t»(r) und x.(.) = i«(l±|-;) 

und zwischen den Größen ^k und yx gehören zu diesen Modu- 
largleichungen. Wir können auf die Theorie dieser Gleichungen 
hier nicht weiter eingehet. 



Zusammenstellung der wichtigsten Formeln. 

I. Bie ganze Fnnktion vierten Orades. 

f{x) =» a^a^ + 4:a^c(^ + ^a^x^ + 4:a^x + a^ 
= %{x — «i) {x — «a) (^ - «s) (^ — «4)- 
Irrationale Invarianten. 

Rationale Invarianten, 
i^, - - i (AB + Br+ TA) =. - ^ {AB + BG+ CA) 

= aQaja4 + 2a^a^a^ — %a^ — a4ai* — a^, 
Diskriminante. 
Q =1 ^»B'C» j:^ (B - 0« (r - A)« (A - B)» 

Absolute Invariante. 

'g,'-27g,* "27X'(i-l)» "^ JB 

= 4(A« - A + 1)» : [(X + 1) (21 - 1) (A - 2)]»: 27 A*(A - 1)». 



428 Zusammenstellung der wichtigsten Formeln. 

H. Bie kanonisohen Formen des IntegralB erster 
Oattnng und die elllptlsohen Fnnktionen. 

Weierstraßsche kanonische Form. 

QO X) 

— c ^^ =. C — 

X X 

Perioden 20}^, 203; aj^ == ©i + cog . 

Die Größen e^e^e^ stimmen yon der Reihenfolge abgesehen 
mit den Größen 

h^ h^ i«- 

überein. Folglich ist 

(e,-«,)*(e8-e»)«(e,-e,)» = l6? = i(9,»-27V). 

Im Fall reeller Größen wird 

^1 > ^2 > ^3 
vorausgesetzt. 



a?=i>(w) 2y{x - e^) {x — e^) (x - e^) = -/(«*) 

i)(w + 2a)J=i>(w) ^((öj = e, i;=l,2, 3. 
Riemannsche und Legendresche kanonische Form. 

V =« I — ^ Riemannsche kanonische Form 

j2|/y(l-y)(l-Ä;«y) 



/> 



e^iSf 





Legen dresche kanonische Form 



h 



yi — k* sin* (f 

Perioden 2K, 2iK' 
q> = am v sin q> = js = Yy = sn v 
cos q> = yi—z^ = ]/l — y = cn v 



yi - k^ sin« 9> - yT^Tjfc«^« _ -|/]7_ A;«y = dn t; 
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dsn V 



dv 

dcno 
~di~ 

ddno 



cnt7 dn t? 
= — sn 17 du t? 
= — ^ snt; cnv. 



dv 
Beziehungen zwischen den kanonischen Formen. 



t; = )/ei — e, u JSr^y^^ejOJi i JC' = y^^ — e, o. 






«8 



r «— Cg r p(u)— 



«8 






«8 



ynr^V = dni; = V^^ =1^H^ 

^ V x — e^ f p(u) — 



— gl. 

«8 



EDL Bie WeierstraBsohen Fnnktionen. 

Die Funktionen 6(u) und 5(w) 
g(w) Jp(u) du 

]M[g(«)-l] = 

g(M + 2ajJ = g(«) + 2i,, v= 1,2,3 %-%+% 

^i^'s ~ %'°i = 'ö' (Legendresche Relation) 



log <f(u) =J^{u) du 
lim!^ = l 



6(U + 2oJ C«'7v(" + '»r)(y(w) 

., V dlog<y(w) / N d*\oga(u) 
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Die Punktionen tfy(«*). 

^'.W e,(«,^) ,;(a,^,) 

Darstellung durch unendliche Reihen und Pro- 
dukte. 

w^^= 2A(öi + 2fKÖ3 

tf («) = M J7' ("l - ^-) e"^/ * "^V 
A, I» = 0, ± 1, ± 2 • • • in inf. ausgenommen A = ^ = 

^ J 9t ,,a _ 9» „5 £il _ „7 . . . 

u 2».3.6'* 2'. 6- 7^ 2*^8. 6» •7'* 



K«)=i.+2''t-Vj'-"4] 



w« ^ 2*.5^ ^ 2*7 ^ ^ 2*30 



ft-602-4 ..-140^4 



«'il/i -6-^ '^X/ii 



IV. Bie ^-Fnnktionen. 



Darstellung durch unendliche Reihen. 

Tticj^ TlK' 1 n'no^ 

R{u) = ir(M/Oi, (D3) = SiyjK, iE") 

= 2g4 sm 2g4 sin ~z h 2g4 gm - — 
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E^{u) « lZi(w/cöi, CÖ3) - H,{v/K,iK') 

= 2ö4 COS „ - + 2g'4cos-r \-2q^00B- 

^ 2fl)j ^ 2(01 ^ 2fl)i 

■ * 

= 1 — 2(7 COS h 2g^ cos 2q^ cos — 

= 1 + 2g cos h 2g^ cos \- 2q^ cos 1 



£0, -^ ca. 



Darstellung durch unendliche Produkte. 
<?-(l-0(l-2*)(l-2'')-- 

^ft = (l + 2)(l+3»)(l + «')--- 
*<2, = (l-2)(l-3»)(l-2')--- 

fft(«)=«-22ico8*^(H-22»cos^ + 3*).(l + 23*cos^ + 3«)- 
®(m) = ^(1 - 2«cos^ + 2«) (1 - 22'cos^+ 2«) • • • 

@i(«) = <? (1 + 2« cos Jl* + 3«) (1 + 2q' coB ^ + 2«) • . . . 
Die Nullwerte. 
H'(0) = lim g'^'.'^'-^ = Ye,^. lim ^(^/-g'*^') 
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Nnllpnnkte. 



H(u) 



2Aoi + 2^(03 



H^(u) (2A + l)aj, + 2|t(Ö3 
e{u) 2Aa)i + (2^+ 1)0)3 

e^(u)\{2X + l)a>,+ (2(1 +l)(o^. 

Periodizitätseigenschaften. 

Tti niu 

TUT --(«« + '^) 1 --ZT 

JT(u + 2(öi) -= - H(u) H{u + 2c3j^) MH(u) 

H^{u + 2öJ = - JTi(w) JTi(u + 20)5) = Jf J3i(tt) 
e(w + 2(öi) = 0(u) 0(w + 20)3) = -* Jf e(w) 

S^{u + 2g}^)^ e^iu) S^{u + 20)3) = Jf ei(w) . 

Beziehungen zwischen den vier -Ö'-Funktionen. 






J_ TT»« 

4 ^ 2a>x 



fl-(M + (Dl) = J3;(m) fli(« + Ol) = - fl(M) 

H{u + (Dg) = iJV0(«) @{u + «Dg) = »JVJ?(«) 

E{U + (Dj) =. iV®i(M) ®i(m + «Dg) = tiV5^(«) 

®{U + 0),) = iViri(M) H^{U + Oj) »^Ö(«) 

fll(M + o,) = iV®i(«) ®i(m + ö,) = JVJHiC«) . 

Beziehungen zwischen den <T-Fanktionen und den 
♦-Funktionen. 



(S{u) = c*«»» 



H'(0) 
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Vi 






V. Die Jaoobisohen Fnnktionen sav onv änv, 

Sn t? = — :i —^^ — '- 

Periodizitätseigenschaften. 

sn (v + 2K) = — sn v sn (v + 2iK') = sn v 
cn(v + 2K) = — cnv cn(v + 2iK') = — cnt; 
dn(t; + 2K) = dnt? dn(t; + 2iK') duv. 

Beziehungen zwischen den drei Funktionen. 

^(^+^) = -L M^ + i^l iVnl 

8ii(t; + ^ + *^)=j^ — 

cn(. + £: + i^') = -4cn. 

Duröge- Maurer, elliptische Funktionen. 5. Aufl. 28 
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Vertan hchung der Größen K und K\ 

/• t ET ' w^f .9ii{vfK\iK) 

dn(.t;/ir,^ü:)«^^-^/^-.^;. 



VX A4ditioiuitheoreme. 

Die Weierßtraßschen Funktionen. 

K.±»)-l[^5i<g]'-i.W-i.(») 

kf^yV eine Permutation der Zahlen 1,2,3. 

Die Jacobischen Funktionen. 

. , X an V cn *(? dn m; + sn w cn i? dn t; 

anfv + WM «• ,-- ii—t - a 

^ "^ 1 — ic'sn'v sn* w 

/ , X on V ou {(; — sn (7 dn t) »n ti; dn ti7 
CU (V + W) — ^ r= — i = 

j , , X dn (> dn er — sn v on t? sn ic cn ir 

dn (v + ir) « ^ , j , -- a — 
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Elemente der Theorie der Funktionen 
einer {(omplexen veränderlichen Größe. 

Von 

Dr. H. Durege, 

weil. Professor an der Universität Prag. 

5. Auflage, neubearbeitet von 

Dr. L Maurer, Professor an der Universität Tübingen. 

Mit 41 Figuren im Text. [X u. 397 S.] gr. 8. 1906. geh. n. M 9.—, 

in Leinwand geb. n. Ji. 10. — 

Duröges Buch ist unter dem mächtigen Eindruck von Biemanns gmndlegendon 
Publikationen entstanden. Sein ausschliefilicher Zweck war, die neuen Ideen weiteren 
Bereisen zugänglich zu machen. Daß es einem Bedürfnis entgegengekommen ist, dafür 
spricht die weite Verbreitung, die es gefunden hat. Bei der Neubearbeitung des Stoffes 
ist an der Tendenz des DurögeRchen Werkes festgehalten worden, es verfolgt den Zweck, 
den Leser in die Blemannsche Anschauungsweise einzuführen, und es setzt an Vorkenntnissen 
nicht mehr voraus, als in den üblichen Vorlesungen über Differential- und Integralrechnung 
gegeben zu werden pflegt. 

Duröge hat in seinem Werk die Integrale algebraischer Punktionen ausführUoh be- 
handelt, ohne doch bis zur Biemannschen Thetafunktion vorzudringen. Es schien nicht 
zweckmäßig, ihm auf diesen Weg zu folgen. Zwar sind die wesentlichsten Sätze aus der 
Theorie der algebraischen Funktionen entwickelt und die Konstruktion der Biemannschen 
Flächen eingehend besprochen, aber auf die Theorie der Integrale algebraischer Funktionen 
ist nicht eingegangen. Der Verfasser hat sich darauf beschränkt, durch ein ausführlich 
behandeltes Beispiel einen Einblick in dies weite Oebiet zu eröffnen. Dagegen ist der 
Theorie der linearen Differentialgleichungen zweiter Ordnung ein umfangreicher Abschnitt 
gewidmet. Dafür sprachen mehrere Gründe: abgesehen davon, daß diese Theorie an und 
ftLr sich ein großes Interesse bietet, ist sie besonders geeignet, die allgemeinen funktionen- 
theoretischen Prinzipien zu erläutern; dazu kommt, daß sie den naturgemäßen Zugang zu 
der Theorie der automorphen Funktionen eröffnet, die zurzeit im Vordergrund des 
Interesses steht. 

Lehrbuch der Funktionentheorie. 

Von 

Dr. W. F. Osgood, 

Professor an der Harvard-Universität, Cambridge, Mass., V. St. A. 

In 2 Bänden. Mit 150 Figuren im Text. [XII u. 642 S.] gr. 8. 1907. 
In Leinwand geb. n. Ji 15.60. (auch getrennt zu haben) 1. Hälfte. Mit 
73 Figuren. [306 S.] gr. 8. 1906. geh. n. J^ 7.— 2. Hälfte. Mit 
77 Figuren. [S. 307—642.] 1907. geh. n. JC 7.60. [Band H in Vorb.] 

Das Werk hat zum Ziele eine systematische Entwicklung der Funktionentheorie auf 
Grundlage der Infinitesimalrechnung und in engster Fühlung mit der Geometrie und der 
mathematischen Physik. Die eigentlichen Entwicklungen beginnen erst mit dem zweiten 
Abschnitte und behandeln vornehmlich Funktionen, welche in einem gegebenen Bereiche 
der Zahlebene eindeutig und mit einer Ableitung versehen sind. Hierauf wird der 
G auch y sehe Integralsatz eingeführt, woran sich £uin jener Zyklus von Lehrsätzen an- 
knüpft, welche das natürliche Fundament für die Funktionentheorie bilden. Der hier be- 
handelte Stoff umfaßt u. a. die Weierstr aß sehen Beihensätze, während die rationalen 
Funktionen auf ihre funktionentheoretischen Eigenschaften hin untersucht werden. 

Sodann sind die Biemannschen Flächen geometrisch behandelt, also unter aus- 
giebigem Gebrauche der konformen Abbildung, und ist in der analytischen Fortsetzung 
ein bestimmter Abschluß für die Grundlagen der Theorie erreicht. Hierauf folgen Anwendungen 
der Theorie auf periodische Funktionen. Der Band schließt mit einer independenten Be- 
handlung des logarithmischen Potentials, wobei der Gesichtspunkt maßgebend ist, daß die 
ganze Funktionentheorie auch auf dieser Grundlage entwickelt werden kann. 

Der Verfasser hat vor allen Dingen eine Darlegung der komplexen Funktionentheorie 
geben wollen, welche sich auch zum ersten Studium derselben eignet und überdies sich 
unmittelbar an die Infinitesimalrechnung anschließt. Darum hielt er es für angebracht, 
in den einleitenden Kapiteln des Werkes die grundlegenden Sätze jenes Teiles der reellen 
Analysis in möglichst einfacher Formulierung zusammenzustellen, sowie die gebräuchlichen 
Beweismethoden der modernen Analysis mit aller Klarheit auseinanderzusetzen. 



Verlag von B. G. TEUBNEB in LEIPZIG und BERLIN. 

Einleitung in die Funkiionentheorie. 



0. Stolae, 

An dfüif Univunitat ImiAbruck 



Von 



J. A. Giiieiner. 

Profoasor 
an der tJalver&itllt Iimabmalc, 



2., umgearbeitete und Yermahrte Auflage der von den Verfassern in der 

^^theoretischen Aiithmetik''* nicht beröcks ich t igten Ab schnitte der ^,Vot- 

leiungen über allgemeine Arithmetik*^ von 0. Stolz. 

2 Abteilungen in einen Band gebunden. [X u. 598 S.] gr. 8, 1905. 
geb. n. M 15.— Erste Abteilting. Mit 10 Figuren im Text. [Yl 
u. 242 S.] gr. 8, lifOJ. geb, n. Ji 6.— Zweite Abteilung. Mit 
11 Figuren im Text, [VlII n. S. 243— 5ÖS.] gr 8. 190&. geb. n. J6 9.— 

Schon in d^r f^thoorotlHichoii AriÜiiai^tik''^^ ^arde dii^ oiudiüiitige Funktion cint^r reellen 
VerÄnderliclien eingeflihrr Uftd TenÄ-nndüt: jcfdoch mxf dio I-JirklUruftg dor Stetigkeit eine; 
solchen FnnktieD bruMclitB dort uicht ein^iiKaiigtiti xu %veTdüu. NuniDehT tritt dieser Begriff' 
iä den VorElorgraiitl, Duboi kann die anubbäagif^a Vurändurli^he m>wc)hl foeU^ iLld aaab 
koiD[9lex Büiii. Im Falle oiniiä komplosen ArguxuoDten gellugt es^ eiiie Kl&aäe van Panlc- 
ttoncu KU bildun, wofür eine wirklichtf Theorie f^eäch&ffen wuf deoi kimn. Nadh Welera traß 
sind dies diy motiogonnii aüalyti^eben Pmiktionon, 

UnBeia „Einluitung'^ zerfU^Ut in die folgeutit^n Ahschiilttd : I, Djm reelle YerBiidcrlicbf: 
ujad ihre ri'tglien Funkticroenr XJ- BAelLe Fnuktionen von zwei und isaebr reelle ii Yet- 
äiiderliflbeu. 111. Kemplf^xo VerUnfiorlicbe und Fanktioueii. IV^ Die i^ttn^en r&tionEÜen, 
FuTuktioiien, V. Die ganzen PotenEreiiiftn. VI. Kriterien fOlr Konrergenz und Uiverg^nf 
Ton unenntlicheix B^^iben. VlI. J>ie monogene ituiiI}~tiB>abe Funktion einer Yeränderlicben 
nach Weleratraß. VIII. Di** Krei&fuak Honen. IX, Die nnernl liehen Frodtikte. X. Die 
endiioheu und XI. die unendlichen JCettenbrÜe^he. 

Yom IV, Ahachnitto au wird, soweit dies nach dt'r !Kutnr der ^achr' uitlglfch ist, ein 
üntArficLiäd zwiachen nceUon und kompleicen Werten disf Veriinderlichen und KonatuitazL 
nicht mehr gemacht, wodurch eine wßftautUcho Vereinfachung der Da-iBtoinug f;rzi«ilt wird, 
— Der Vn. AbB^rhnitt bt ncup Zugabe aur ersten Jtuarboitung 6*-r tthrigun Äbsehnitte in 
don „Vorleftungoja Hber allgümtine Arithmetik*'' von Stolz. SSimtlichu AhRchmtie sind mit 
^ngehttrige^u Übtingen vftraehen, 

Theorie der eindeutigen analytischen Funktionen. 

Ton G. Vivanti, 

urd. Professor an der K. Universität ku Meaeiua. 

Umarbeitung unter Mitwirkung des Verfussers deutsch heraiisgegebeu 
von Jl« Glltzmer, 

Profeädor au der Universität Ualle a S. 

[VI n. &12 S.] grp 8. 19013. In Leinwand geh, n. M 12,— 

Der Verfasser bat, einer Anregung dea Herausgebers fal^^end, für die 
deutsche Ausgabe nicht nur den rlritten Teil fast ganz neu gel aßt^ sondern 
et hüt auch die beiden ersten Teile mehr oder weniger großen Änderungen 
und Ergänzungen unterworfen. So ist z. ß. die neuere Theorie der ganaen 
Funktiouon zu einer wahren Monographie dei Gebietes geworden, in der 
die Ergebnisse der neueüten Ünteraucbungen systematiscb und einheitlich 
entwickelt werden. Die Literatnr ist ergänzt und die Bibliographie der 
Mengenlehre eingefügt worden. — Das große Interesse, das sich an die 
geueren funktionentbeoretisehen Untersucliungen, insbesondere über die 
nanzen Funktionen, knüpft, lüßt hoffen, daß die vorliegende deutsche 
Umarbeitung denKreisjen derMathematikGr nicht unwillkommen sein werde* 
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Auflage. Mit zahlreichen Holzschnitten im Text und 1 lithogra- 
phischen Tafel. [XIV u. 472 S.] gr. 8. 1884. geh. n. JLVl.— 

Nielsen, Dr. Niels, Privatdozent in Kopenhagen, Inspektor des mathe- 
matischen Unterrichts an den Gymnasien Dänemarks, Handbuch 
der Theorie der Zylinderfunktionen. [XTV u. 408 S.] gr. 8. 
1904. In Leinw. geb. n. JL 14. — 

Handbuch der Theorie der Gammafunktionen. [Xu. 

326 S.l gr. 8. 1906. In Leinw. geb. n. JLV^,— 

Theorie des Integrallogarithmus und verwandter 

Transzendenten. [VI u. 106 S.] gr. 8. 1906. geh. n. JC 3.60. 

JLausenberger, Dr. Otto, Professor an der Musterschule zu Frankfurt a.M., 
Lehrbuch der Theorie der periodischen Funktionen einer 
Variabein mit einer endlichen Anzahl wesentlicher Dis- 
kontinuitätspunkte nebst einer Einleitung in die all- 
gemeine Funktionentheorie. Mit Figuren im Text. [VHI u. 
476 S.] gr. 8. 1884. geh. n. JL 10.80. 

Hiemanii, Bernhard, gesammelte mathematische Werke und 
wissenschaftlicher Nachlaß. Herausgegeben unter Mitwirkung 
von K. Dedekind und H. Weber. 2. Aufl. bearb. von H. Weber. 
Mit demBildnis Riemanns. [Xu.558S.] gr.8. 1892. geh.n.«^18.— 
gesammelte mathematische Werke und wissenschaft- 
licher Nachlaß. Nachträge, herausgegeben von M. Noether, 
Professor an der Universität Erlangen, und W. Wirtin ger, Professor 
an der Universität Wien. Mit 9 Figuren im Text. [VHI u. 116 S.] 
gr. 8. 1902. geh. n. J^ 6.— 

Vorlesungen über elliptische Funktionen. Mit Zusätzen herausg. 



von H. Stahl. Mit 20 Textfiguren. [VHI u. 144 S.] gr. 8. 1899. 
geh. n. Jt 5.60. 

Bost, Dr. Georg, Professor an der Universität Würzburg, Theorie 
der ßiemannschen Thetafunktion. [IV u. 66 S.] gr. 8. 1902. 
geh. n. «/^ 4. — 

Schoenflies, Dr. Arthur, Professor der Mathematik an der Universität 
Königsberg i. Pr., die Entwickelung der Lehre von den 
Punktmannigfaltigkeiten. I. Teil. Mit Figuren im Text. 
[VI u. 251 S.] gr. 8. 1900. geh. n. c/ä; 8. — U. Teil. Mit 26 Figuren. 
[X u. 331 S.] gr. 8. 1908. geh. n. JLt.— 

Stahl, Dr. Hermann^ Professor der Mathematik an der Universität 
Tübingen, Theorie der Abelschen Funktionen. Mit Figuren 
im Text. [X u. 354 S.] gr. 8. 1896. geh. n. JK 12.— 

Thomae, Dr. J., Professor an der Universität Jena, Sammlung von 
Formeln und Sätzen aus dem Gebieteder elliptischen Funk- 
tionen nebst Anwendungen. [IVu.44S.] 4. 1905. kart. n. .^Äl 2.80. 

Wirtinger, Dr. Wilhelm, Professor an der Universität in Innsbruck, 
Untersuchungen über Thetafunktionen. Von der philo- 
sophischen Fakultät der Universität Göttingen mit dem Beneke- 
Preise für 1895 gekrönt und mit Unterstützung der Königl. Gesell- 
schaft der Wissenschaften daselbst herausgegeben. [VIII u. 125 S.] 
gr. 4. 1895. geh. n. .^9.— 
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Encyklopädie der Mathematischen Wissenschaften 

mit EinschluB ihrer Anwendungen. 
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fiüwie Utit^ Mitwirkung tablniidim' ^mi. 

hx 7 BEndöü iti je 6— ö Üefieii. jp-, ö. liciuMN^t. 



BtitkltRiilt und W Wlrltngo«. 
III. StOiMtH», t T^llo, redl^ldif ron W. 

Aiiitfiibe der Biicjklo|tAili« l«l #<«» tm kiiii)iitiir, «u tA»di«r Orl^xitlortuitr ««w^ita»»* 
^OFtti, Ifcb« lail mögtichnteT V^-i '-*'■-' i'-''- -^1* -"'"-^ i;,.-«,.-,Li,.TaT..ii., i .i ,: 

kt aioh ^bai uiGltt mitl dl 



>■■ •- •- — -T Ad g U r II, n ^v . , ».. n r 

VIT, n ... 



ttfn aiffüfriUf mudi:<f«ntfin d^a AntrunomiäUi ^'iij'iiiiWut, 'i'tuxtuiiktnir duttiilifit, v% > 

|»9f4:te90 die nmtMnfin OuhhoHM in ' 
llrorilafi^ der hikxtv OujJd 4uU «"Ltlä 

'dir A'n-''^'i'M"i'.'- ^■■i- lic^wniioti der „--......-. . -- ._ 
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Encyclopedie des sciences mathämatiques 

pures et appliquees. 

Publice süiis U% auäpices des AL'ftd(imioä doB iciinici^« 

de Göttirtgye, de Leipzig, de Munich et de Vlonne 

avec la collabotation de noratirmix navaDta, 

Edition fpan^alBOi 
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Ell sept tomes. gr. 8, 
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llfei.hpu MituTTiitTitffr» »ntnUicli 
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«eis, dAÜ ajch bei tilubm »0 (jrrüAtJj WaiiLL' d^« «tfrluü klwuui.hwu iiLiid hi*ijL*A^äim*^liMU Ti*' ' 
foielirUnt) am »(«'rncinaanipr AfboH racbm^daii ttAbu, 



Verlag von B. G« Teuboer in Leipzig und Berlin, 



Repertorium der höheren Mathematik (tHDnitmn^tii, Fomehi, 
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&u clf^r 



Iftgu. Untijr Mitwirkiin^ vua E. Paiüal^ sowie Ph. Ftrriwänfller, A. fiulij' 
b<!»ro, H. Hahn, F. Jung, A. Loewy. H. E. Tlmerding, üeiraa»j=,^ von R Cptt^ln. 

[oa. 700 K| il>Oö. ceb, II *A 12.— (Er»clieiiat Üateru H^OSJ IL Tetli 



IHV 

in 
0» 

TTl I ! 

durch diii. vDf 

ickll^Jiikb eil] J'-ur 



.71!» SO a lÖOg/ B: - v-r: r 
liei iit, auf BinjOTii ttv 

iü Ulf XU DTi4titmreüf und a^ 
uden kanui' FAf daa Studie/' 

L iid B«lii«ir ätQdititi ilelä a-nireen 
ijtlßele^ao'n fall« iilt bai jad^r T 



irrüuiT Liüfir n.u> omi't'üVMirii.i 



rion 

und 

iifs g:MiirBt43)tL 

Vecabulaire Mathematiciue. fran^aiiaUemand h aiiom^ud. 

ttaiii^aLs^ Mathematißcli<39 Vükabulariuii], franzÖBigch-deutsi^b und dont^ch- 
frJiBzöäisck Enthalten il die EuDitauädnlcke aiiA der Temon und ji,n- 
i^wandten Mathematik. Yaa Profe^ior Dr. Felix INüller [XY it. HH 8,] 
Lex, -8. 1900/JiiOl. In Leinw g^b. n. .C 20.— Wurdt^ in t Lidenmgeji 
ttusgeffeben: I. Liefeung. [TK «. ISS S.] 190«. geh. n. Jl i.— H. Lie- 
tVruüg, |S. IX— XV n. 138—316 1 1901, geh. n. .^ U,^ 

P&B 'Vokabalafioffl e»thl.lt in üf; t- Folge ttiehr «lIa IsOOü JSiinmtttUiiitrUtikn 

mit disr rniairn und j^Dgew^ütlteu Ma^^ ' rAii?;il£iifliJier und d i^ula^h er H 1170.1.' he uml 

»uU in «irsster Linie eiup ( ■■T-^'^'Nn': ^.. . ^^ ...u^chlkhen Würterbürhor ftlr di*i, bcLdou 
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lil ftu ««ntiriii, daJl dihB YokAbul^iiim ukeUc biatetj, hIb der Titel urw&n«u lifit. 

Vorlesungen über Geschichte der Mathematik, von 

Moritz CaiitoF. Tn 4 Händen. I. Band, Vc^ den iUh^Bten Zeiten bi« 
Mm Jiibrö l^iOO n. Ohr, 3. Auflage. Mit 114 Figuma im Text iind 
1 Ufrbo^ 
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ITpöH. 2., vi>irbeajjerte und veimchrfce Auflage. Hit 190 Figurwi 
Im Text. [XM u. 943 SJ gr. 8, 1^00. ge)i. n. „C*^.--, in Halb* 
(r&a% geb u, .i'f. *i8.— ÜI, Band. Vom Jahre 16BH bis EUm Jahxe 1758. 
i., verheafcörte nn.d vorm ehrte AvH^^^,®- ^^ ^ Abtciluugeu.p Mit 
l-lß li'igiiren im Text. [X a, ^23 8,1 gr/ ^: .IWI. s?eb. n. M ^t»,^, 
in Halbfmtist gL^b, n. JC ^1 .- IV. Band. ¥öt ^75Mhb iTÜt. Hmt 
bi'itfei.von M. Cantor, S, eünlher. V. Babymn. A. v; Bradnfnühl, F, Gajon, 
t. Hinü, C. Uria, V. Kommeralt, G. Vivanti, und C. R. WaHner. l— 3. Lit« 



mgr. TaleL [VI u. 941 S.l gr. 3^ ^11(07. -g*.^^. u. .«1 24.-^, iji 
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